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Nulldynamik linearer und nichtlinearer
Systeme: Definitionen, Eigenschaften
und Anwendungen

Zero Dynamics of Linear and Nonlinear Systems:
Definitions, Properties and Applications

Ferdinand Svaricek

Herrn Prof. Dr.- Ing. Helmut Schwarz zum 75. Geburtstag gewidmet

Das von Isidori vor 20 Jahren entwickelte Konzept der Nulldynamik eines dynamischen Sys-
tems, das als eine Verallgemeinerung der Nullstellen der Ubertragungsfunktion eines linearen
Systems angesehen werden kann, ist von elementarer Bedeutung fiir die Analyse und den
Entwurf linearer und nichtlinearer Regelkreise. Dieser Beitrag gibt fiir lineare und nichtlineare
EingréBensysteme sowohl eine Einfiihrung in dieses Konzept als auch einen Uberlick tiber
Bedeutung und regelungstechnische Anwendungen.

The nonlinear analog of the notion of the zeros of a linear transfer function, which is called
zero dynamics and developed by Isidori 20 years ago, is of basic importance for the analysis
and synthesis of linear and nonlinear control systems. This paper gives both an introduction
into the zero dynamics concept for linear and nonlinear SISO-systems and an overview about
relevance and control applications

Schlagwérter: Nulldynamik, nichtlineare Systeme, interne Dynamik, relativer Grad,
Phasenminimumsystem, Eingangs-/Ausgangs-Linearisierung, Byrnes—Isidori-Normalform

Keywords: Zero Dynamics, nonlinear systems, internal dynamics, relative degree,
minimum-phase system, input-output linearization, Byrnes—Isidori normal form

1 Einleitung hérigen Ubertragungsfunktion
_cl(sl=Aagjb  Z(9

Der Begriff Nulldynamik (zero dynamics) ist erst Ende der G(s) = Jetd—A) - N (2)
achtziger Jahre von Isidori [17] gepréagt worden. Bei li- & ©®
nearen, zeitinvarianten EingroRensystemen, die durch die . K-B© 3)
Gleichungen o(s)
_PotBistt ST 48T @
X(t)=AXx(t) + bu(t) Xo = X(0) € R" a0+ a1S+- - +ap_18" 1+ 8"
m
t=cTx(t Y S R
y( )_ X() ’ _B KI:nl (5)
[T(s—P)
j=1

mit dem Zustandsvektox(t) € R", der Eingangsgrofie
u(t) € R und der Ausgangsgrof3gt) € R beschrieben wer-  charakterisieft

den konnen, wird die Nu”dynam'k durch die Lage der L hierbei wird vollstéandige Steuer- und Beobachtbarkeit von (1) vorau

Nullstellen (Wurzeln des Zé&hlerpolynon?&s)) der zuge- gesetzt
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Ein zugehdriges vollstandig steuer- und beobachtbares Zustellen der Ubertragungsfunktion. Fir nichtlineare Syster@
standsmodell (Minimalrealisierung) [43] erhalt man mit ist diese Aquivalenz im Allgemeinen aber nicht gegeg

Hilfe der Regelungsnormalform: ben [22]. Nur wenn das nichtlineare System (7) eine‘g
0 1 0o ... 0 wohldefinierten relativen Grad besitzt, liefern diese Anfor‘g

) 0 derungen die gleiche interne Dynamik [17]. Der von Isidong_

0 0 1 . 0 : in [17] gepragte BegrifZero Dynamics wurde dann von o

xO=1| : : : X(@©O+ | - |u® Schwarz [45] erstmalig in Deutsch alulldynamik be- &
0 0 0 ... 1 }2 zeichnet. §

—0g —a1 —0p -+ —0p_1 Spéter zeigte sich, dass der Ansatz der Definition dgr
Nulldynamik tiber die Ausgangsnullung fiir die meisten Re3

yo=I[pBo . -+ Pma 1 0 --- 0Ix(® (6) gelungsaufgaben besser geeignet ist [5]. Allerdings gibt Es

Es ist seit langer Zeit bekannt, dass die Anzahl und die auch Anwepdupgen, wie z.B. die "stab||e. Storgrpl}ene@
; N . kopplung, fir die auch der Ansatz uber die Maximierung

Lage dieser auch aldbertragungsnullstellen bezeichneten . el
N - der unbeobachtbaren Dynamik durch Zustandsriickfiihrupg

Wurzeln N; des Zahlerpolynoms der Ubertragungsfunk- von Interesse ist <)
tion (2), einen grofRen Einfluss auf das dynamische Verhal- _ ' _ 3
ten riickgekoppelter Systeme haben. Beispielsweise kandnzwischen hat sich herausgestellt, dass das Konzept
mit Hilfe des Wurzelortskurvenverfahrens [44] leicht ge- der Nulldynamik von fundamentaler Bedeutung (vgl. Ab-g
zeigt werden, dass lineare Systeme mit einer Nullstelle inSchnitt 4) fur die Analyse und Synthese nichtlinearer R
der rechters-Halbebene fiir groBe Ruckfuhrverstarkungen gelkreise ist. Dieser Beitrag wird daher eine EinfUhrl_JﬂB.
immer instabil werden. Darlber hinaus kann man zei- in dieses von Isidori entwickelte Konzept geben. 'Bedm@
gen [11], dass Nullstellen in der rechten s-Halbebene diedurch den zur Verfiigung stehenden Platz und die Tatsg-

erreichbare Regelgiite linearer Systeme generell einschranche, dass die Darstellung der Nullstellen bereits bei lineargp
ken. MehrgréBensystemen deutlich komplexer ist als bei Eingrég:

Isidori hatte die Idee, dass es auch bei allgemeineren nicht_@ensystemen [25;39;42;54], wird sich diese einfuhrendp

linearen Systemen, wie z. B. denalytischen nichtlinearen Darstellung auf lineare und nichtlineare EmgroBensyster@

Systemen mitinearer Seuerung (ALS-Systeme), die durch beschranken. g-
gewdhnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung und einer %
algebraischen Ausgangsgleichung beschreibbar sind: 2 Nullstellen und NuIIdynamik =
- ©

5 X(t) =ax®) +bx®)u®) Xo=x(0) € R"; linearer Systeme 2

o

aLs Y =cX(®) u®) eR; y(t) eR, Fur EingréRensysteme sind die Pole und Nullstellen ein&s
(7) linearen Systems anhand der das Ein-/Ausgangsverhalfen

etwas Vergleichbares wie das Konzejet Nullstellen der beschreibenden Ubertragungsfunktion (2) definiert. Dieg

Ubertragungsfunktion geben muss. Sein Ergebnis war, dass komplexe Ubertragungsfunktid(s) ist eine gebrochen ra- <
die meisten Eigenschaften der Ubertragungsnulistellen li-tionale Funktion ins. Das ZahlerpolynomZz(s) hat den
nearer Systeme eine spezielle Manifestation eines allgemeiGrad m, das NennerpolynonN(s) den Gradn, wobei flr

neren Konzeptes sind, dem Konzégto Dynamics. technische Systeme immen < n gilt. Die Wurzeln des
PolynomsN(s) nennt man diePole und die Wurzeln des

Ausgangspunkt waren Untersuchungen von Isidori zur Stor- ; i
gangsp g Polynoms Z(s) die Nullstellen des linearen Systems (1).

réRenentkopplung nichtlinearer Systeme mit Hilfe von
g PP g Y Die Differenz(n—m) der Ordnungen (Grade) von Nenner—

Zustandsrickfuhrungen [21]. Wie bei linearen Systemen 4 7ahl I der Ub funki id &
muss hierzu das nichtlineare System durch die ZustandsN¢ Zanlerpolynom der Ubertragungstunktion wir aucs

rickflhrung maximal unbeobachtbar gemacht werden. DieDm‘erenzengrad Denailils

interne Dynamik des nicht beobachtbaren Teils des riick-

gefiihrten Systems wurde in diesem Zusammenhang erst2.1 Eigenschaften der Nullstellen
malig als nichtlineare Analogie der durch die Nullstellen linearer EingroBensysteme

der Ubertragungsfunktion eines linearen Systems beschriepje pole und Nullstellen der Ubertragungsfunktion charakg
benen Dynamik angesehen. In [3] studieren Byrnes undierisieren das Systemverhalten und spielen deshalb sow%wl
Isidori dgnn nichtlineare EmgroBensysten_we, deren eusgangoei der Analyse von Regelstrecke und geschlossenem Hg-
durch eine entsprechende Wahl von Eingangsgroie undyeikreis als auch beim Reglerentwurf eine groRe Roll&
Anfangsbedingungen identisch Null wird (zeroing the out- papej wird das Eigenverhalten eines linearen Systems (algo
put, Ausgangsnullung). Die sich unter diesen Bedingungengye, Fall, xo # 0 und u(t) = 0) durch die Pole der Uber- =
einstellende interne Dynamik kann ebenfalls als eine ”iCht'tragungsfunktion charakterisiert. Die Eigenbewegung d%s
lineare Analogie der Nullstellen eines linearen Systems Systems setzt sich awsFunktionen zusammen, in derer@
angesehen werden. ExponenterePt die PoleP, i =1,2,...,n vorkommen. &
Diese beiden Charakterisierungen der Nulldynamik sind Die Pole vonG(s) bestimmen somit den Charakter dieseE:
im linearen Fall dquivalente Beschreibungen fiir die Null- elementaren Zeitvorgéange und damit auch die Eigenbew@-
D

|uo sI asn Jayj0

USHUM Y)IM po

Y

311



at 7/2006

gung ya(t) des Ausgangssignals als gewichtete Linearkom-
bination

n
Ya®) =) Re™
i=1
dieser elementaren Zeitvorgange.

(8)

Das GewichtR;, mit dem ein elementarer, zu einem Pol
P, gehorender Teilvorgang! in ein Ausgangssignal ein-
geht, wird durch die Nullstellen voris(s) mitbestimmt.
Dies lasst sich einfach anhand der Impulsantwort zeigen.

Beispiel 2.1
Gegeben seien die folgenden Ubertragungsfunktionen:
s+1
G =——F——, G =—FTFT—"7—F—.
= a6+ YT 5 o619

G1(9) und G2(s) unterscheiden sich lediglich darin, dass
G2(9) eine zusatzliche Nullstelle bsi= —1 hat.

Die zugehdrigen Gewichtsfunktionen kénnen jetzt mit Hilfe
der inversen Laplacetransformation berechnet werden:

sl

ah =L {7(s+2)(s+3)} und

Heroars)
(s+2)(s+3) |

Hierzu wendet man auf die Ubertragungsfunktionen die
Partialbruchzerlegung an

=L

_ ) Ry Ry,

am =L { 12 513 } und
_ -1 R, R,

000 =L {6+3 6+$}'

Dabei lassen sich die Koeffizienten bzw. Gewich®e
durch Koeffizientenvergleich oder mit dem Residuensatz
der Funktionentheorie zu

R =(s— P)ﬁ

N(S) |
n besummen.

furi=12,...,

Fur die beiden Ubertragungsfunktionen ergeben sich die
Gewichte zu

1
R, =42 —— gl
L = (5+2) (5+2)(5+3) |,
Ry, = (s+3) ; =-1
2= (5+2)(5+3) | 5
und
s+1
Ro=(5+2)- S+2(+3) | -1
s+1
2, —(S+3) m ﬁ_s_Z.

Die Nullstelle hat also einen erheblichen Einfluss auf die
Gewichtung der einzelnen Teilvorgange und man erhalt far
die beiden Gewichtsfunktionen folgende Losung:

—3t

g =e?—e und gt)=—e?4+2e*. O
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2.1.1 Nullstellen und die Blockierung
der Signaliibertragung

Eine weitere charakteristische Eigenschaft der Nullstell
eines linearen Systems ist, dass eine NullstellesbeiN;

109)d3d s1 ajone siyL

die Ubertragung eines Signals mit der komplexen Freque@z
Ni, d.h. Eingangssignale vom Typ(t) = e, durch das &

System blockiert. Fir eine solche Erregung erhélt man d@

zugehorige Systemantwort aus der Beziehung g
=

Y(s) = G(9)U(s) 8

2

mit U(s) = . Der Linearfaktor(s— N;) kommt in der t§_

Ausgangsgrorsé{(s) allerdings nicht vor, da er im Produkt &
G(9)U(s) gekurzt werden kann. Die Systemantwi(s) ist
damit zwarnicht identisch Null, aber die Partialbruchzerle-o
gung enthalt kein Element mit dem Nenrgr N;). Damit
ist im Ausgangssignal auch kein Teilvorgastj! enthal-
ten, d. h. Eingangssignale vom Tygt) = eNit werden nicht
Ubertragen.

A ‘M|

pue Adoo Aew n

Es ist sogar eine vollstandige Blockierung der Ubertraguns
von Signalen mdglich, wenn man bestimmte von Null verg"
schiedene Anfangsbedingungen zulasst. Hierzu betrachEn
wir das folgende Beispiel:

Beispid 2.2
Gegeben sei die Ubertragungsfunktion
s+1

6o = s(s+2)

beziehungsweise die entsprechende Zustandsdarstellun
Regelungsnormalform (6)

. 1 0
X= |: _2} X(t) + [1} u(t)

yh=[1 1]x@®.

in

0
0

Die Ubertragungsfunktion hat zwei Pole tse: P, =0 und

s= P, = —2 und eine Nullstelle bes = N; = —1.

0.9
0.3
0.7
0.6

Sos
0.4
03
02

0.1

0 . . . . . . . n
2.5 3 35 4

Zeit [s]

45

Bild 1: Eingangssignal u(t) =

*19p|oy JybriAdod ayy Aq uoissiwuad uspLm yim pamojje Ajuo si asn JayiQ "Ajuo asn jeuos.féll unok 1oy aja1pe siy) 9)
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Wird dieses System mit der Nullstellenfrequenz 2.1.2 Nullstellen und Beobachtbarkeit

| ajoIpe SIy )

Eine weitere charakteristische Eigenschaft der NuIIsteIIéh
der Ubertragungsfunktion ist deren Invarianz gegenubér
statischen Ruckfihrungen [25]. Die Lage der Pole dcﬁ
Ubertragungsfunktion (2) bzw. die Lage der Eigenwert&
so hat die Systemantwost(t) fir x(0) =0 den in Bild 2 der zugehérigen Minimalrealisierung (6) kdnnen sowokE
gezeigten Verlauf. durch Ausgangs- als auch Zustandsruckfuhrungen verancﬁrt

werden. Fihrt man den Zustandsvektor der M|n|malreaI§
Wahit man allerdings die speziellen Anfangsbedingungen sjerung (6) mit

ut)=et

angeregt (Bild 1),

x0O=[1 -1, u(t) [—CcTA™™X(t) + v(D)] 9)

T cTAM-1p

so ergibt sich ein verschwindendes Ausgangssigial= auf den Eingang zuriick (Bild 4),

o, furt > 0.

A "Me| JybuAdoo u

so hat die Systemmatrik +bk" des geschlossenen SyS-o
Das Anregungssignal wird durch die Nullstelle herausgefil- tems mit

tert. Durch die speziellen Anfangsbedingungen heben sich 1 §
die dynamischen Bewegungen im Innern des Systems auf, k' =————CcTA"™™" (10) 8
so dass am Ausgang keine Bewegung zu erkennen ist C'A b %
(Bild 3). O einen (n—m)-fachen Pol bei =0 [47]. Die verbleiben- 3

denm Eigenwerte des geschlossenen Systems kommen &n‘
die Nullstellen der Ubertragungsfunktion des offenen Sys

o7 tems zu liegen. Bildet man die Ubertragungsfunktion de§
‘ geschlossenen Systems, so kirzen sich diese Eigenw@te
oslh | (Pole) mit den Nullstellen und sind somit nicht mehr beow
bachtbar. Die Dynamik des riickgekoppelten Systems segt
05k . sich also aus zwei Teilen zusammen: Einem voIIstandig
steuer- und beobachtbaren Teilsystem mit der Ubertrg:
04l | gungsfunktion ‘§
E Yo @1 -
03l 1 G(9 = Yo _ 11 =
V(s §m S
=
02r 1 und einemnicht beobachtbaren Anteil der Dimensiom °=—’
(7]
o1l i Das rickgeflihrte System ist dandijuivalent zu dem in o
Bild 5 dargestellten System, das neben dem nicht beE-—
0 \ \ \ \ bachtbaren Anteil aus einer Kette vam— m) Integratoren Q
0 ! g Zeit [s] y N ° besteht, die den neuen Eingan@) mit dem Ausgangy(t) 3
verbinden. s
Bild 2: A ignal fiir u(t) = e~* und x(0) = 0. 2.
: usgangssignal flr u(t) = e”* und x(0) Die Dynamik des nicht beobachtbaren Systemteils des g\g
schlossenen Regelkreises, die man anobre bzw.interne 2

Dynamik nennt, wird durch die Lage der Nullstellen der
‘ ) Ubertragungsfunktion des offenen Systems bestimmt. Li&
08F x;t) 1 gen beispielsweise Nullstellen der Regelstrecke in der rec&-
06k ] ten s-Halbebene, ist die Strecke also nicht minimalphasi@
041 §
g

0.2F
v(t) 1 u(t) " u(t) | 3
s of ——— TAn—m—1p Ab,c — 3
" o2t @
e
-04F =]
z(t) >3
—-0.6F -
0.8 g
Zosh 1 a
L ‘ ‘ | | | | | | | _CTAnfm < [ §
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5 =.
Zeit [s] t.g_
Bild 4: Blockschaltbild eines linearen Systems mit der Zustandsriick- =
Bild 3: Verlauf der ZustandsgroBen fiir u(t) = e~ und x(0) = [1 -1]". fihrung (9). %
(1]

313



at 7/2006 UBERSICHT

-

=

7]

3

- . Die zweite Zeitableitung ergibt sich dann zu S

(7‘) L1 (t) xn—m(t) - (7‘) °
vt Ty — L »
v {7/ / coep f tn—m §(t) = cTAX(t) = cTA2(t) + cT Abu(t) . (16) o
y(t) S

Firm < n—1 verschwindet wieder der zweite Term in (16)§.

o

! c'Ab=0 @ £

)

Nichtbeobachtbarer Systemteil e

und man hat 3

Q

=

Bild 5: Verhalten des geschlossenen Systems fiir die Zustandsriickfiih- §(t) = cTAX(t) . (18) §
rung (9). <
Das Eingangssignali(t) kann erst dann in der Ablei- &

tung des Ausgangssignayst) auftauchen, wenn der Term o

so flhrt eine Anwendung der Ruckfuhrung (9) zur Instabi- T aip von Null verschieden ist. Man kann mit Hilfe der=
litat des geschlossenen Systems. Regelungsnormalform (6) leicht zeigen, dass folgende Z;uﬁ
Die Nullstellen der Ubertragungsfunktion des offenen Sys- sammenhange gelten:
tems beschreiben also die interne Dynamik des Systems,

TAi Lo
die durch eine entsprechende Zustandsriickfihrung nicht ¢ A'P=0 fur i=01...n-m-2 (19)
beobachtbar gemacht werden kann. und
2.2 Definitionen der Nulldynamik c'A'b#£0 fir i=n-m-1. (20)

Mit Hilfe der zuvor beschriebenen Eigenschaften der Null- zusammenfassend ergibt sich damit fiir die Ableitung
stellen linearer Systeme lassen sich jetzt Definitionen fir des Ausgangssignals:
die Nulldynamik eines dynamischen Systems angeben.

yOty=cTAlx@) furi=1,....n—-m—-1 (21)

} 9[91e SIy) 8nqg.usgp pue Adoo Aew

2.2.1 Nulldynamik und Ausgangsnullung YO (1) = ¢TAM Mty + cTAMLpu(t) 22) 3
Die folgende Definition der Nulldynamik von Isidori [17] o _ S
ist durch die Eigenschaft der Signalblockierung der Null- Mit Hilfe der Beziehung (22) und der Forderuy§ ™ (t) &

stellen linearer Systeme motiviert: =0 erhalt man das gesuchte ausgangsnullende Eingan’§s—
L ) signal als eine Zustandsruckfiihrung der Form S
Definition 2.1 Nulldynamik 3
Die Nulldynamik beschreibt die interne Dynamik eines cTAn-m g
Systems fir den Fall, dass die Ausgangsgr§f@e fur u(t):_CTAn—m—le(t)' (23) o
: Ei . Anf 4 S
bestwpmte |ngangSS|gr_1ale(t)_ U n_angsbedmgungen Wie bereits in Abschnitt2.1.2 erlautert, erzeugt die ZUs
x(0) fur alle Zeitent > tg identisch Null ist. O .. - . . . . o
. _ standsrickfihrung (23) ein Teilsystem der Dimension =

Zur Berechnung der Nulldynamik muss also eine Anfangs- das unbeobachtbar ist und dessen Dynamik durch die La8e

bedingung und ein Eingangssignal in der Form gefundender Nullstellen der zugehérigen Ubertragungsfunktion cha
werden, dass rakterisiert wird. Diese Eigenschaft eroffnet eine weiteres'
vy . I von der Systembeschreibung unabhéangige Moglichkeit d8r

yo =y®O =yt =...=0 (12) Definition der Nulldynamik, die fur lineare Systeme éiqui'-f,_
erfillt ist. valent zur Definition 2.1 [5] ist:

Fur die Bestimmung des ausgangsnullenden Eingangssigbefinition 2.2 [45; 46]

nals werden die Ableitungen der AusgangsgroRe unter-Der durch Zustandsrickfiihrung eines Systems (zuséatzli
sucht. Die erste Ableitung der Ausgangsgrofi® des unbeobachtbar zu machende Systemteil heiRNdiédyna-
Zustandsmodells (1) ergibt sich zu mik eines Systems. |

%y(t) = y(t) = c"x(t) = cT Ax(t) + c"bu(t) . (13)

_ 2.2.2 Nulldynamik und die Byrnes—Isidori-Normalform
Anhand der Regelungsnormalform (6) kann man leicht er-

kennen, dass

)
(0]
2
=
c
>
(@]
o
@
N
c
w0
7]
QD
>
o
w0
=
c:
(@]
=
c
=)
C
>
«
—~
N
®
Q:
wn
w0
7]
)
o
=
O
q Goissiwiad usyum im pamoy

sonders anschaulich an einer von Byrnes und Isidori einge-

c'b=0 (14)  fuhrten Normalform [4; 5], der sogenanntByrnes-Isidori- =

. . Normalform, erlautern. 3
ist und man far i)
y(t) = cTAX(D) (15) Die Zeilenvektoren :g_
erhilt. cA', i=1..n-m-1 24 S
D
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in der Gleichung (22) sind linear unabhangig [18, S. 140] mit

und kdénnen somit flir eine Koordinatentransformation ver-
wendet werden. Die ersten—m neuen Zustandsgrof3en

ergeben sich damit zu
z1(t) =c™x(t)
Zo(t) = cTAX(b)

=Yy(®
=y®

Zn—m(t) — CTAn_m_1X(t) — y(n—m—l)

(25)

[r"s'1=c"A"™T-1 und

K=clA"m1p

Damit die Bedingungy(t) =0 fir alle Zeiten erfullt ist,
= &,-m = 0 gelten. Dies kann nur er-

muss§1= %‘2 =
reicht werden, wenn in (30) auch

Zn-m(®) =1TE®) +S"n(t) + Kut) =0

Unter der Voraussetzung, dass die zugehdrige Transformatiwird.

onsmatrix regular ist, hat man bei der Wahl der verbleiben-

denm ZustandsgréRen eine gewisse Freiheit. Als einfachsteS€tzt man in (30) die Zustandsrickfihrung

Wahl bietet sich
Zn—m+1() =Xa(b)

Zn-m2() =Xx2(D)

Za() = Xm(®)

(26)

an. Die zugehoérigen x n TransformationsmatrixT der

Transformatiore(t) = Tx(t) hat dabei folgendes Aussehen:

CT
c'A

Mit Hilfe der Abkirzungen

[ &) z
so=| ¢ |=| ¢ |=
| &n-m(D) Zn—m
und
[ 71(D) Zn-m+1(D)
o=\ : |= : =
| 7m(D) Zn(1)

fm

y

y(n—}n—l)

Xy ()

Xon(D)

(27)

(28)

(29)

kann das transformierte Zustandsraummodell inRjenes-

Isidori-Normalform angegeben werden:

7 =2z(@)
() =2z3(1)

Zn-m-1=2Zn-m

Zn-m() =rTE®) +sTn(t) + Ku(b)
i(t) = p&a(t) + N (t)
y(t) =z1(t)

(30)

w0=—Rnfa0+§mu>

und die Anfangswerte (0) =
y(t) = 0 fur alle Zeiten erfullt.

Fiur das Zustandsraummodell (30) erhélt man dann die f

gende einfache Darstellung:

210 =2z()
21 =2z3(1)

Zn—m-1=12Zn-m

Zh m()=0
7(t) = Ny(t)
yO =2z1(0) .

(31)

(32)

0 ein, so ist die Bedingung

(33)

n jeuosiad inok 10y ajone siy} anquysiEpue Kdoo Kew no s ‘me| Jyblikdos uewnas) Aq paosjold si ajane sy

Aus dem Aufbau von (33) ist sofort ersichtlich, dass de$
Teil »(t) der transformierten Zustandsgréfe, dessen Verlagf

fur die ausgangsnullenden Bedingungen durch

() = Nn (D).

(34)

sn1ayi0 'K

beschrieben wird, nicht beobachtbar ist und das gesarrﬁe

System eine Struktur, wie in Bild 5 gez€ighat.

Aufgrund der Wahl der letztem Komponenten (29) des
neuen Zustandsvektors hat die MatNxeine ganz einfache

Struktur:
Mm=Zn-m1=X1 =X2 =Zn_m2
Mm-1=2n-1 =Xm—1=Xm =12n
m = Zn =Xm =Xmt1
= —PoXs—BXe—- = Pm-1Xm+ 21

= —BoZn—m+1— P1Zn-my2— -

—Bm-1Zn+71 .

(35)

Y3 £Aq uoissiwiad uapLm yym pamojje Ajuo

BliAkdoo o

2Hierzu ist anzumerken, dass die Gleichung (32) in die Gleichung (&
Uberfuhrt werden kann, indem man in (32) die transformierten Koord|='

naten durch die Originalkoordinaten ersetzt.
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>
7]
3
Damit ergibt sich fury(t) = z;(t) = 0 die m x m Matrix N die mit den im Beispiel 2.2 gefundenen Bedingungen ubeg
zu einer Matrix in Frobenius-Normalform: einstimmen. a
0 1 o - 0 Zunachst soll die Nulldynamik mit Hilfe der Byrnes—g
0 0 1 - 0 Isidori-Normalform berechnet werden. Hierzu wird die3
N=| : : : : ) (36) Transformationsmatrix (27) fim—m— 1= 0 gebildet:
0 0 o - 1 T- c’ |11
—Bo —B1 —B2 -+ —Pm 11 0] |1 o]

Vergleicht man das charakteristische Polynom dieser Ma-Fir die transformierten ZustandsgréRen erhalt man (vg.
trix mit dem Zahlerpolynom der Ubertragungsfunktion (4), Gi. (25) und (26)):

so erkennt man, dass diese Polynome genau gleich sind.

Die Eigenwerte dieser Matrix sind demnach identisch mit ~ Z1(D) = Y() = Xa(t) +X2(t)

den Nullstellen der Ubertragungsfunktion. .
2(H) =y =xa(H)
Die interne Dynamik eines linearen Systems in der Normal- . )
form (30) wird also fur die Bedingung(t) =0 vollstan-  und mit den Abkirzungen (28) und (29)
dig durch die homogene Zustandsdifferentialgleichung (34) E1(D) = z1.(t) = Xq.(1) + X2 (D)
beschrieben. Das bedeutet, dieses Differentialgleichungs-
system beschreibt didulldynamik eines linearen Systems n1(t) = zo(t) = x1(t) .
vollstandig. Damit erhalt man eine weitere alternative De-

finition der Nulldynamik, die an die Definition von [36,
S. 285] angelehnt ist und in dieser Form nur fir die hie

Damit kann die Byrnes—Isidori-Normalform (30) sofort an
r gegeben werden:

zunachst betrachteten linearen EingréRensysteme gilt: 21() = Zn_m(t) = X1.(t) + Xa(t) = —Xa(t) + U(t)
Definition 2.3
Fir ein lineares System in der Normalform (30) ist die =60 +m®+u®
Nulldynamik durch die Differentialgleichung 11(t) = Zo(t) = X1.(t) = Xa(t)
1O =Nu® 61 =& -
egeben.
9% Y =2

Man spricht jetzt von einer stabilen Nulldynamik, wenn

alle Eigenwerte vorN in der linkens-Halbebene liegen.  Furéi(t) =0 ergibt sich die Differentialgleichung der Null-
Eine instabile Nulldynamik mit mindestens einem Eigen- dynamik zu

wert von N in der rechtens-Halbebene ist im linearen S p——

Fall ein System mit Allpassanteil also ein Nichtphasenmi- n n

|uo ash [euosJtad Inok 1oy ajoie siy} anquysip pue Adod Aew no A “me| JybLikdodewan Aq pa;

nimumsystem [44]. mit einem stabilen Eigenwert bei= —1, dessen Lage mit <
Beispiel 2.3 der Lage der Nullstelle der Ubertragungsfunktion uberelrQ
Betrachtet wird wieder die bereits in Beispiel 2.2 unter- Simmt. ﬁ
suchte Ubertragungsfunktion Eine Bestimmung der Nulldynamik ist bei diesem Bei®
s+1 spiel auch ohne Transformation auf die Byrnes—lsidorg'

G(s = 512 Normalform mdglich. Hierzu wird die ZustandsrickfihZ

: . . rung (23) o
mit der zugehodrigen Zustandsdarstellung in Regelungsnor- o
malform (6) —cTAM™x(1) 3
UO = —Fanm1p s

0 1 0 c'A b s

X = [0 2} x(t) + [1} u(t) 5

W\ =Xa2(b) =

3

ybh=[1 1]x®. direkt in die Zustandsdifferentialgleichung S

. ©

Di2e Ut)cjertraglJNng]IisftlJTII:{tion hia;[i 2 Pole ;)eisj 0 undf]tz_ t %1(t) = Xa(t) (38) g
—2 und eine Nullstellgm = eis=—1 und gesucht is 4 4 | @
die Nulldynamik des Systems. Xo(t) = =2%2() + U = —x2() (39) §

eingesetzt, und man erkennt, dass die zweite Differen'ar
algleichung jetzt die Nulldynamik beschreibt. Dass d|esg
y®) =x1(t) +x2(t) =0 Teilsystem fiir die gegebene AusgangsgroRe

Aus der Bedingung

ergeben sich sofort die folgenden Anforderungen an die  yt) — x,(t) + x,(t)
Anfangsbedingungen:

ybuAdoo a

nicht beobachtbar ist, kann man an den Gleichungeh
X1p = —Xzq , (38, 39) nicht unmittelbar erkennen. Eine Uberpriifung de
D
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Beobachtbarkeit des Eigenwertes- —1 des riickgefuhrten
Systems (38, 39) mit Hilfe des Hautus-Kriteriums

J..

:Rang[_l 0 1:|=1<2

bestatigt aber die Nichtbeobachtbarkeit der internen Dyna-

Rang [» —Aj ¢|,__, =Rang [ 5 0

-1 0

mik des riickgekoppelten Systems.

3 Nulldynamik nichtlinearer Systeme

Die Beschreibung des Ubertragungsverhaltens eines dyna-
mischen Systems mit Hilfe der Ubertragungsfunktion ist gilt, ist u(t) auch in der zweiten Ableitung der Ausgangse

-1 x+1

d

so ist die erste Ableitung unabhéangig von der Eingang&
grolRe u(t) und die Bildung der zweiten Ableitung der -

at 7/2006

Ausgangsgroél3e ist erforderlich: g
D . g
y(® = ax(D Lac(x(D)) - X(t) (47) 2

g

)

= 5% Xx® Lac(x(1) - [a(x(1)) + b(x(t))u(®)] (48) §
= LZc(x() + LoLacx)u() . (49) £

Wenn ‘§
LoLaC(x() =0 (50) 2

S

nur fir lineare Systeme moglich. Somit kann das Kon- grgRe nicht enthalten und die nichste Ableitung ist dann 3

zept der Pole und Nullstellen auf nichtlineare Systeme
nicht Ubertragen werden. Im Gegensatz dazu kdnnen die im @3 () — 9 — L2c(x(t)) - X(t) (51)
Abschnitt zuvor eingefihrten Definitionen 2.1 und 2.2 der
Nulldynamik auch auf nichtlineare Systeme der Form (7)

angewendet werden.

3.1 Nulldynamik und Ausgangsnullung

Die Definition 2.1 ist an keine SystembeSChrEibUng ge- exp|izit auf‘[aucht, d. h. es muss erstma”g
bunden und daher auch auf nichtlineare ALS-Systeme (7)
anwendbar. Zur Berechnung der Nulldynamik miissen wie-
derum Anfangsbedingungen und ein Eingangssignal in der

Form gefunden werden, dass

yO =yt =yt =...=0

far alle Zeiten erfillt ist.

Zur Bestimmung des speziellen Eingangssignals werdendie EingangsgroRa(t) beeinflusst werden kann. Alle Ab-
wieder die Ableitungen der AusgangsgroRe gebildet. Die leitungen der AusgangsgroR&’(t) mit i < d sind somit
erste Ableitung der Ausgangsgrof@é) des nichtlinearen

Zustandsmodells (7) ergibt sich zu

o Taexan]',
y(t)-[ O } X(t)

_ [aexan "
= [aT(t)} [a(x(t)) +bXx()u(t)]
= Lac(X(1)) + Loc(x()u(t)

wobei

acx) 1’
TG } ax(t))

die Lie-Ableitung vonc(x) entlanga(x) und

acx@) 1"
XU } b(x(t))

die Lie-Ableitung vonc(x) entlangb(x) ist.
Ist in der GI. (43)

LoC(X(t)) =0

Lac(x() = [

Lbe(x(D) = [

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

ax(t)

= L3c(x(t) + LpL2c(x®)u(t) . (52)

nguysip pue Adod

Das Ableiten der Ausgangsgrof3e wird so lange fortgesetg
bis in derd-ten Zeitableitungy@(t) der AusgangsgréRe ®
die EingangsgrofRe(t) auf der rechten Seite der Glelchundﬁ'

LpLdte(x(t) #0 (53)

fur alle x(t) in einer Umbebung vor, gelten. Das bedeu-
tet, dass dia@l-te Zeitableitung der Ausgangsgréiie

Y1) = Ldcx(t) + LpLI Te(x(1) - u(t) (54)

die niedrigste Ableitung yory(t) ist, die unmittelbar durch

nicht vonu(t) abhéngig.

Die Zahl d wird relativer Grad [17] oder auchDiffe-
renzengrad® [45] genannt, da diese GroRe bei linearei@
EingréRensystemen dem Differenzengrad der zugehdérig@h
Ubertragungsfunktion (Differenz zwischen dem Grad dé
Nenner- und des Z&ahlerpolynoms) entspricht.

n Jay)Q "Ajuo asn jeuosiad inok 10} ajoiue

Aus der Bedingung (40) der Ausgangsnullung folgt, da
die Anfangsbedingungery so zu wahlen sind, dass

c(X) = Lac(x) = L2c(x) = --- = LI le(x) =0 (55)
wird.
Hiermit ist

yh =yt ==y =0 (56)

sichergestellt und aus

y@ = Ldcx(1) + LpLItex() -ut) =0 (57)

1£doa ayy Aq uoissiwaad uapm ypm padiojie A

3 Die Begriffe relativer Grad und Differenzengrad dirfen nur bei Eingrég
Rensystemen synonym verwandt werden, da der (wohldefinierte) relatide
Grad von Isidori bei MehrgréRensystemen die Regularitat einer Matrlg
in einer Umgebung voixg beinhaltet [18, S. 220].

19p
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erhélt man die gesuchte Eingangsgrolie, die auch die Ablei€in vollstandig linearisiertes System, dessen Verhalten sigﬁ
tung y@(t) zu Null macht: dann durch eine Kette vam Integratoren beschreiben lasst.g-

Man spricht dann von einer exakten Zustandslinearisierurng.
Ldex(b) P 8

Lol Tex)

Die Anwendung dieser nichtlinearen Zustandsruckfiihrung
ist in Bild 6 verdeutlicht.

uct) = (58)

3.2 Nulldynamik und die
Byrnes-Isidori-Normalform o
Besonders anschaulich lassen sich diese Zusammenhé&gge
Die Gleichung (58) beschreibt fur ein lineares Eingro- \yieder an der Byres—Isidori-Normalform eines ALS®
Bensystem gerade die Zustandsriickfihrung (9), wenn marsystems erlautern. Fir ein ALS-System mit einem Difg

v(t) =0 setzt, deren Anwendung bei einem linearen Sys- farenzengradd im Punkt xo ergeben sich die ersted
tem einen nicht beobachtbaren Systemteil der Dimen®ion  glemente der Transformation [17] zu

(vgl. Bild 5) erzeugt. Die Dynamik des verbleibenden Teils

Aq payoa

der Dimensiom —m lasst sich dann durch eine Kette von U =z®=ckx)  =y®
d = n—m Integratoren beschreiben. tr(X) = Zo(t) = Lac(X) = Y(t)
Bemerkenswert ist jetzt, dass eine Anwendung der Zu- . : (59)

standsrickfiihrung (58) auf ein nichtlineares ALS-System : 4 @1
der Form (7) ein geschlossenes System mit dem gleichen () =2Za(t) =Lz "c(x) =y*=~(1)
Verhalten erzeugt. Das bedeutet, diese Zustandsruckfiihrun

macht nicht nurm Eigenbewegungen am Systemausgang ?st der Differenzengrad kleiner als, so kénnen immer

unbeobachtbar, sondern erzeugt auch lgigares Teilsys- N —d Funktionents.1(x), ..., ta(x) in der Form gefunden
tem der Dimensiord, das durch eine Kette vo Integra- werden, dass die Jacobimattii(x)/ox der Transformation
toren charakterisiert werden kann. Als einziger Unterschied t1(X)

gegenuber der Anwendung dieser Zustandsriickfihrung bei to(X)

linearen Systemen wird die Nulldynamik und somit die tx) =] . (60)
Dynamik des nicht beobachtbaren Teils im Allgemeinen :

nichtlinear sein (vgl. Bild 7). t (X)

o 1oy ajane siy3 aynquiysip pue Adoo Aew no, mej JybuAd

Fur den Falld=n hat das betrachtete System also keine @ der Stellex=xo nicht singular ist. Dann ist die
Nulldynamik und durch die Riickfihrung (58) entsteht Koordinatentransformation eindeutig und die Umkehrtransg
formation x(t) = t~1(z(t)) existiert fir x = xo. Solange @
diese Bedingung erfullt ist, kénnen die Funktionerd
tgr1(X), . - ., th(X) beliebig gewahlt werden. Darlber hinauss.

d

u(t) [, y(t) konnen die letztem—d Funktionen auch immer so ge-§
x(t) :y?t()x):t(z()x)“(t) SN wahit werden, dass deren Zeitableitungen nicht von der
EingangsgroRea(t) abhéngen, d. h. es gilt <
o
Lptix)=0 Vd+1<i<n (61) 3
x(t) ) . =
fur alle x in einer Umgebung vory . 2
Lde(x) Unter Zuhilfenahme der Abkuirzungen (28) und (29) erhaE
] rerd e man dann fur die Dynamik des transformierten Systems: <
D
2 =E) =2 )
Bild 6: Blockschaltbild eines ALS-Systems mit Zustandsriickfiihrung 2t =& () = z3(t) S
(58) zur Ausgangsnullung. z
=
i g
Z4-1=6d-1(0 =2 g
Z 2 ; Z . .
L ' L N L |~ 24(t) = &4(H) = a@() +b®)u(® 62) 3B
, . 3
y(t) Zar1 = in(® = QD) = A ED. n(D) 7
5
1 g
| i Zn = im(t) = gm(z(H) = gm(& (D), n(V) 5
Nichtbeobachtbarer Systemteil der Dimension m y() =2z1(t) §
<
Mit Hilfe der Byrnes—Isidori-Normalform kann die NuII-<§_'
Bild 7: Verhalten eines ALS-Systems bei Anwendung der Zustands- dynamik eines ALS-Systems (7) dann wie folgt definierf
riickfiihrung (58). werden [2]. S
(1]
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Definition 3.1 der Nulldynamik hinreichend fiir die Stabilitat der mternersl
Fur ein nichtlineares System (7) werden die letatefslei- Dynamik ist [18, S. 247]. Die Verlagerung des Problems;-

chungen des in Normalform (62) transformierten Systems der Stabilitdtsuntersuchung von der internen auf die Nulg
. dynamik stellt eine erhebliche Erleichterung dar, da dig
m® =0, n(t)

9830,

Nulldynamik nicht mehr vom externen Te§kt) abhangig "3'

: (63) ist. g

Aim(®) = dm(0, (1)) Beispiel 3.1 gp)
&

) ) ) Gegeben sei das folgende Zustandsmodell eines nichtlin
als Nulldynamik von System (7) bezeichnet, wenn die ers-

. X ren ALS-Systems 3. Ordnung: a

tend Koordinatenz; (t) =& (t), i =1,...,d zu Null gesetzt S

werden. O X1(t) = Xa(t) + X5 (1) s

. 3 «Q

Anhand der Normalform (62) erkennt man sofort, dass die ~ X2(D) = X2(t) +u(®) =

Nichtlinearitdten im Ein-/Ausgangsverhalten mit Hilfe der X3(t) = xl(t)+x§(t) — X3(t) “E’

Zustandsrickfuhrung y(t) = Xa (D -g<

1
u() = bz (t))[ a((z(t)) +v®] (64) Fir die zeitliche Ableitung der Ausgangsgrof3e erhalt mal;g
kompensiert werden kénnen und die Ausgangsgri®e YO =x(0

dann durch eined-fache Integration aus der neuen Ein- = Xa(t) + x(b) .

gangsgroflev(t) hervorgeht. Man spricht hier auch von

exakter Ein-/Ausgangsinearisierung, Da y(t) unabhéangig voru(t) ist, muss auch die zweite

zeitliche Ableitung gebildet werden:
Die Byrnes—Isidori-Normalform ist fur die Analyse und N .
Synthese nichtlinearer Regelkreise von grundlegender Be- YD = Xz(t)+2x1(t)x1(t) 2
deutung, da sie den Zustandsvektt des Orignalsystems = X5(t) +u(t) + 2xa(t) [X2(t) + X{(B)] .
in zwei Vektoren,&(t) und g(t), Uberfuhrt, die folgende
Eigenschaften haben:

e Die Trajektorie des Vektor§(t) beschreibt diexterne
Dynamik des Systems, die mit Hilfe der Ruckfih-
rung (64) linearisiert werden kann und dann nur noch ergibt, der global gultig ist.
aus einer Kette vod Integratoren besteht.

e Die Trajektorie des Vektorg(t) beschreibt dignterne
Dynamik des Systems, die durch Anwendung der Riick-
fuhrung (64) nicht beobachtbar gemacht werden kann. y(t) =x1(t) =0

In der zweiten Ableitung taucht die Eingangsgrol®e)
erstmalig auf, so dass sich der Differenzengrad zu

d=2

Zur Bestimmung der Nulldynamik werden zunéchst die B
dingungen (55) ausgewertet. Die Bedingung

K|uo asn |effosiad anok 1oy ajo1ue siy anquysip pue Adoo

Zwischen der internen und der Nulldynamik besteht jetzt liefert, dassxi(t) =0 sein muss. Setzt man diese Bedin;

folgender Zusammenhang: Die Nulldynamik ist ein Sonder- gung in §
fall der internen Dynamik §() = xo(0) +x§(t) _0 §
10 =q(E, n(®) (65) ein, so folgt, dass diese Gleichung nur f(t) =0 er- °
fiir den Fall, dass die AusgangsgroRe mit Hilfe einer ent- fullt wird. Die ausgangsnullende Zustandsriickfuhrung (5&
sprechenden Eingangsgrofe im Urspruiygt) (= & (t) = erhalt man aus der zweiten Ableitung der Ausgangsgro@e
£(t) = - - = &(t) = 0) gehalten wird. durch Einsetzen der Bedingungeq(t) = X»(t) =0 und 5
. ) i y ) Auflésen nachu(t): o
Eine exakte Ein-/Ausgangs-Linearisierung ist nur dann z
technisch anwendbar, wenn die interne Dynamik (65) sta- Y = X3(t) +u() + 2x1(t) [X2(t) +X5(H)] = =
bil oder zumindest beschrankt ist. Auch wenn das E/A-  y(t) =u(t) =0 =
Verhalten durch die interne Dynamik nicht beeinflusst wird, 1 S
ist die Stabilitat der nicht beobachtbaren Eigenbewegun- 'c'j-l
gen eine unabdingbare Forderung, da bei einem technischen (=0 g
System eine Instabilitat der internen Dynamik zu einem un- zur Bestimmung der Nulldynamik werden nun die gefung:
=

begrenzten Anwachsen der Zustande und damit zu einegenen Bedingunger:(t) = x,(t) = 0 und diese Emgangs—
Zerstorung des Systems flihren wiirde. Im giinstigsten FallgréRe in die Zustandsgleichungen eingesetzt, so dass n@n
ware noch eine Sattigung der Zustande denkbar, die abefolgende Gleichungen erhélt:
ebenfalls eine erfolgreiche Lésung der Regelungsaufgabe

verhindern wiirde. X1 () =0

Fur die Uberprifung der Stabilitat der internen Dynamik 20 =
ist von besonderem Interesse, dass asymptotische Stabilitat X3(t) = —x3(t)

“Japjoy jybuAdos a
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Somit wird die Nulldynamik durch wandern auf den Wurzelortkurven zu den NuIIsteIIen)}g
. Ein vergleichbares Verhalten zeigen auch die nichtlinearegsn
Xa(t) = —x3(t) ALS-Systeme. Bei VergroRern eines Verstarkungsfaktoss

beschrieben, d.h. sie ist fiir dieses nichtlineare System li-n@hern sich Zustandstrajektorien des geschlossenen ige-

near und stabil. O gelkreises den Trajektorien der Nulldynamik an [5;18]g

Eine Konsequenz daraus ist, dass minimalphasige AL§-
EingroRensysteme mit einem Differenzengrad von 1, ge»

4 Eigenschaften und Bedeutung der nauso wie lineare Systeme, durch eine konstante Ausgangs-
Nulldynamik nichtlinearer Systeme ruckfihrung 8

(2]

o

Es ist bekannt, dass die Lage der Nullstellen der Ubertra-  U(t) = —Ky() (66) 2
gL_mgsfunktlon pel Ime_aren Systemen"elnen entsche|dene_3rpnit einem hinreichend groRek immer stabilisiert werden %
Einfluss auf die erreichbare Regelgiite eines Regelkre"kdnnen 5
ses hat [11;54]. Insbesondere Nullstellen in der rech- ' =
ten s-Halbebene,Nichtphasenminimumsysteme, beschran-  Ein stabiles lineares System ist immer minimalphasigg

ken die Maglichkeiten der Beeinflussung der Dynamik wenn es keine Nullstellen besitzt, der Differenzengrad dey
des riickgekoppelten Systems. Da Nullstellen in der rech-Ubertragungsfunktion also gleiahist. Diese hinreichende%
ten s-Halbebene nicht kompensiert werden kénnen, wird Bedingung fir Minimalphasigkeit gilt jetzt auch fir ALS-

das geschlossene System beim Einsatz einer Ausgangs=ingréf3ensysteme.
rickflhrung ab einer gewissen Kreisverstarkung immer
nstabil [44]. 5 Berechnung der Nulldynamik

Mit Hilfe des von Isidori eingefiihrten Konzeptes deull- nichtlinearer Systeme

dynamik ist es nun moglich, den Begriff des Phasenmini-
mum- bzw. Nichtphasenminimumsystems auch auf nichtli- Die Berechnung der Nulldynamik nichtlinearer Systeme i
neare Systeme der Form (7) zu erweitern [4;5; 41]. Sastryfiir Systeme hoherer Ordnung auch mit Computer-Algebr&
und Isidori nennen ein analytisches nichtlineares SystemSystemen wie MAPLE und MATHEMATICA keine ein- &
mit linearer Steuerung minimalphasig, wenn die Nulldy- fache Aufgabe [7]. Ein erster differentialgeometrische®’
namik asymptotisch stabil ist. Exakter ist die folgende Algorithmus zur Berechnung der Nulldynamik von ALS=g
Definition von Byrnes und Isidori [5]: Systemen mit gleicher Anzahl von Ein- und Ausgangef
wurde bereits in [17] angegeben. Eine Realisierung d@s
Ein nichtlineares System (7) wirdinimalphasig genannt, Isidori-Algorithmus mit Hilfe von MAPLE ist Bestandteil g

wenng(t) = 0 eine asymptotisch stabile Ruhelage der Null- des von de Jager und van Essen entwickelten ProgrammBa-
dynamik (63) ist. O ketes NONLINCON [8; 56] und das Paket ProPac [29] en&

halt eine vergleichbare MATHEMATICA-Implementierung.S

3 aynquysip pue Ado

Definition 4.1 Nichtlineares Phasenminimumsystem

S.

Ist ein System nicht minimalphasig, d.h. ist die Nulldy-

<
namik (63) nicht asymptotisch stabil, so nennt man es Inzwischen wurden auch differentialalgebraische Algorithg
nichtminimalphasig. men zur Berechnung der Nulldynamik entwickelt [12;50;?"

57], die einige Einschrankungen des Verfahrens von sk
Da die Nulldynamik nichtlinearer ALS-Systeme genauso dori, wie z. B. die gleiche Anzahl von Ein- und Ausgangeé
wie die Nullstellen linearer Systeme [23;54] gegenuber g einen wohldefinierten Grad, nicht mehr aufweisen. Eig
Riickfiihrungen, Transformationen des Zustandsvektors “”C\/ergleich der verschiedenen Verfahren zur Berechnung dar

dynamischen Erweiterungen invariant ist [5;18], kon- nyjidynamik nichtlinearer Systeme kann [38] entnommet
nen die Stabilitatseigenschaften der Nulldynamik durch \yergen. g

Ruckfihrungen nicht verandert werden. Daher ist die Mi-

nimalphasigkeit eines ALS-Systems eine \oraussetzung

fur viele nichtlineare Regelungskonzepte, wie z.B. der 6 Zusammenfassung und Ausblick
exakten Ein-/Ausgangslinearisierung [2;17], der nicht-

linearen adaptiven Regelung [24;41], der nichtlinearen Das von lIsidori vor 20 Jahren begriindete Konzept dé&
StorgroRenentkopplung [20], der nichtlinearen Modell- Nulldynamik, das als eine Verallgemeinerung der NuII«E
folgeregelung [17], der passivititsbasierten Regelung [6;stellen der Ubertragungsfunktion eines linearen Syster%
27;28;49], der Sliding-Mode-Regelung [51-53;55], dem angesehen werden kann, hat sich inzwischen als eleméa-
Backstepping-Verfahren [26;33], der flachheitsbasiertentar fur die Analyse und den Entwurf nichtlinearer RegelZ.
Steuerung und Regelung nichtlinearer Systeme [13; 14; 40]kreise herausgestellt. Insbesondere war es mdglich, dg,_n
und der Flugregelung [1; 15; 30; 34]. Begriff Phasenminimumsystem auch auf nichtlineare Sys- ®

o . . Q
Eine weitere charakteristische Eigenschaft linearer Systemeteme ibcriragesggillls nichtiineare Entwurfsverfahr%

ist, dass die Dynamik eines mit einer Ausgangsriickfiih- setzen eine Minimalphasigkeit der Regelstrecke voraus. ‘§-

rung geschlossenen Regelkreises fur hohe Kreisverstarkunbieser Beitrag soll eine erste Einfihrung in dieses Konzeft
gen durch die Lage der Nullstellen bestimmt wird (Pole geben und beschrénkt sich daher auf die Untersuchung v@n
D
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EingrélRensystemen. Hierzu wird ausgehend von charakte- [8] B. de Jager. Symbolic computation in nonlinear control sy
ristischen Eigenschaften der Nullstellen linearer Systeme

die Nulldynamik in Abschnitt 2 zuné&chst fur lineare Sys-
teme eingefuihrt und erlautert. Zwei der in Abschnitt 2
vorgestellten Definitionen der Nulldynamik sind von einer

Systembeschreibung unabhéngig und behalten somit auch

fur nichtlineare Systeme ihre Giiltigkeit.

Mit den Mdglichkeiten zur Erweiterung der Nulldynamik-

definitionen auf analytische Systeme mit linearer Steuerung
befasst sich Abschnitt 3. Die unterschiedlichen Definitions- [11] S. Engell. Optimale lineare Regelung: Grenzen der er-

ansatze aus Abschnitt 2 fihren im linearen Fall alle auf die
gleiche Nulldynamik. Dies ist allerdings bei der betrachte-

ten Klasse der nichtlinearen Systeme nicht sichergestellt, so
dass hier zwischen interner und Nulldynamik unterschieden

werden muss.

Auf einige charakteristische Eigenschaften der Nulldyna-
mik nichtlinearer Systeme wird in Abschnitt 4 eingegangen,
wobei der Begriff des nichtlinearen Phasenminimumsys-

tems und seine Bedeutung fir den nichtlinearen Regler-[14] v Hagenmeyer and M. Zeitz. Internal dynamics of flat non

entwurf im Mittelpunkt steht. Der Beitrag schlief3t mit

einer kurzen Ubersicht in Abschnitt 5 {iber verfiigbare Pro-
grammpakete zur symbolischen Berechnung der Nulldyna-[15] J. Hauser, S. Sastry, and G. Meyer. Nonlinear control dég
mik nichtlinearer Systeme.

[10] C. Ebenbauer and F. Aligéwer. Minimum-phase property

[12] H. Fortell. Calculation of zero dynamics using the ritt:
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2
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tem modeling and analysis. IRroc. |EEE Int. Symposium ;.
on Computer Aided Control System Design, pages 309-314, -
Kohala Coast—Island, Hawaii, 1999. S
[9] S. Devasia. Approximated stable inversion for nonlinear syﬁ
tems with nonhyperbolic internal dynamid&EE Trans. on 8§
Automatic Control, 44(7):1419-1425, 1999. g

5

nonlinear systems in terms of a dissipation inequality. I%
Proc. American Control Conference (ACC), pages 1737-
1742, Boston, USA, 2004. o

2
reichbaren Regelgite in linearen zeitinvarianten Regelkrei- 2
sen, Volume 18 of Fachberichte Messen, Steuern, Regeln. =
Springer-Verlag, Berlin, 1988. nET

noA

algorithm. In Proc. 33rd IEEE Conference on Decision
and Control, pages 3271-3276, Lake Buena Vista, Floridag
1994. o

I

[13] V. Hagenmeyer and M. Zeitz. Flachheitsbasierter Entwui@

von linearen und nichtlinearen Vorsteuerungdotomatisie- &
rungstechnik, 52(1):3-12, 2004. )

pu

linear system with respect to a non-flat outp8gstems &
Control Letters, 52:323-327, 2004.

qlisip

sign for slightly non-minimum phase systems: Applicationss
to VISTOL aircraft. Automatica, 28(4):665-679, 1992.

sl

Die Arbeiten zum Konzept der Nulldynamik und seine An- [16] N.Hovakimyan, B.-J. Yang, and A. Calise. An adaptive outg_
wendungen sind keineswegs abgeschlossen. Eine aktuelle  put feedback control methodology for non-minimum phasg-
Forschungsrichtung beschaftigt sich mit der Ausdehnung ~ SySteéms. InProc. 4ith IEEE Conference on Decision and

der Eigenschaft der Minimalphasigkeit auf allgemeinere
Klassen nichtlinearer Systeme [10;32;37]. Des Weiteren

beschéftigen sich eine Reihe von aktuellen Veréffentlichun- [18] A. Isidori. Nonlinear Control Systems. Springer-Verlag, Lon-

gen mit dem Reglerentwurf fur nichtlineare Systeme mit
instabiler Nulldynamik [9; 16; 19; 31; 35; 46; 48; 58].

[17] A.lsidori. Nonlinear Control Systems: An Introduction.

[19] A.lsidori. A tool for semiglobal stabilization of uncer-

Control, pages 949-955, Las Vegas, USA, 2002.
Springer-Verlag, Heidelberg, 2. edition, 1989.

don, 3. edition, 1995.

n jeuosiad inok Joy

tain non-minimum-phase nonlinear systems via output fee@
back.|EEE Trans. on Automatic Control, 45(10):1817-1827, ]
2000. <
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