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Nulldynamik linearer und nichtlinearer
Systeme: Definitionen, Eigenschaften
und Anwendungen
Zero Dynamics of Linear and Nonlinear Systems:
Definitions, Properties and Applications

Ferdinand Svaricek

Herrn Prof. Dr.- Ing. Helmut Schwarz zum 75. Geburtstag gewidmet

Das von Isidori vor 20 Jahren entwickelte Konzept der Nulldynamik eines dynamischen Sys-
tems, das als eine Verallgemeinerung der Nullstellen der Übertragungsfunktion eines linearen
Systems angesehen werden kann, ist von elementarer Bedeutung für die Analyse und den
Entwurf linearer und nichtlinearer Regelkreise. Dieser Beitrag gibt für lineare und nichtlineare
Eingrößensysteme sowohl eine Einführung in dieses Konzept als auch einen Überlick über
Bedeutung und regelungstechnische Anwendungen.

The nonlinear analog of the notion of the zeros of a linear transfer function, which is called
zero dynamics and developed by Isidori 20 years ago, is of basic importance for the analysis
and synthesis of linear and nonlinear control systems. This paper gives both an introduction
into the zero dynamics concept for linear and nonlinear SISO-systems and an overview about
relevance and control applications

Schlagwörter: Nulldynamik, nichtlineare Systeme, interne Dynamik, relativer Grad,
Phasenminimumsystem, Eingangs-/Ausgangs-Linearisierung, Byrnes–Isidori-Normalform

Keywords: Zero Dynamics, nonlinear systems, internal dynamics, relative degree,
minimum-phase system, input-output linearization, Byrnes–Isidori normal form

1 Einleitung

Der Begriff Nulldynamik (zero dynamics) ist erst Ende der
achtziger Jahre von Isidori [17] geprägt worden. Bei li-
nearen, zeitinvarianten Eingrößensystemen, die durch die
Gleichungen

ẋ(t)=Ax(t)+bu(t) x0 = x(0) ∈ Rn

y(t)=cT x(t) ,

(1)

mit dem Zustandsvektorx(t) ∈ Rn, der Eingangsgröße
u(t) ∈ R und der Ausgangsgrößey(t) ∈ R beschrieben wer-
den können, wird die Nulldynamik durch die Lage der
Nullstellen (Wurzeln des ZählerpolynomsZ(s)) der zuge-

hörigen Übertragungsfunktion

G(s) = cT (sI−A)ad j b
det(sI −A)

= Z(s)

N(s)
(2)

= K ·β(s)

α(s)
(3)

= K
β0 +β1s +· · ·+βm−1sm−1 + sm

α0 +α1s +· · ·+αn−1sn−1 + sn
(4)

= K

m∏
i=1

(s − Ni)

n∏
j=1

(s − Pj)

(5)

charakterisiert1.
1 hierbei wird vollständige Steuer- und Beobachtbarkeit von (1) voraus-
gesetzt
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Ein zugehöriges vollständig steuer- und beobachtbares Zu-
standsmodell (Minimalrealisierung) [43] erhält man mit
Hilfe der Regelungsnormalform:

ẋ(t) =




0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . . 0

...
...

. . .
. . .

...

0 0 0 · · · 1
−α0 −α1 −α2 · · · −αn−1




x(t)+




0
...

0
K


 u(t)

y(t)= [β0 β1 · · · βm−1 1 0 · · · 0] x(t) (6)

Es ist seit langer Zeit bekannt, dass die Anzahl und die
Lage dieser auch alsÜbertragungsnullstellen bezeichneten
Wurzeln Ni des Zählerpolynoms der Übertragungsfunk-
tion (2), einen großen Einfluss auf das dynamische Verhal-
ten rückgekoppelter Systeme haben. Beispielsweise kann
mit Hilfe des Wurzelortskurvenverfahrens [44] leicht ge-
zeigt werden, dass lineare Systeme mit einer Nullstelle in
der rechtens-Halbebene für große Rückführverstärkungen
immer instabil werden. Darüber hinaus kann man zei-
gen [11], dass Nullstellen in der rechten s-Halbebene die
erreichbare Regelgüte linearer Systeme generell einschrän-
ken.

Isidori hatte die Idee, dass es auch bei allgemeineren nicht-
linearen Systemen, wie z. B. denanalytischen nichtlinearen
Systemen mitlinearer Steuerung (ALS-Systeme), die durch
gewöhnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung und einer
algebraischen Ausgangsgleichung beschreibbar sind:

∑
AL S

ẋ(t) = a(x(t))+b(x(t))u(t) x0 = x(0) ∈ Rn ;
y(t) = c(x(t)) u(t) ∈ R; y(t) ∈ R ,

(7)

etwas Vergleichbares wie das Konzeptder Nullstellen der
Übertragungsfunktion geben muss. Sein Ergebnis war, dass
die meisten Eigenschaften der Übertragungsnullstellen li-
nearer Systeme eine spezielle Manifestation eines allgemei-
neren Konzeptes sind, dem KonzeptZero Dynamics.

Ausgangspunkt waren Untersuchungen von Isidori zur Stör-
größenentkopplung nichtlinearer Systeme mit Hilfe von
Zustandsrückführungen [21]. Wie bei linearen Systemen
muss hierzu das nichtlineare System durch die Zustands-
rückführung maximal unbeobachtbar gemacht werden. Die
interne Dynamik des nicht beobachtbaren Teils des rück-
geführten Systems wurde in diesem Zusammenhang erst-
malig als nichtlineare Analogie der durch die Nullstellen
der Übertragungsfunktion eines linearen Systems beschrie-
benen Dynamik angesehen. In [3] studieren Byrnes und
Isidori dann nichtlineare Eingrößensysteme, deren Ausgang
durch eine entsprechende Wahl von Eingangsgröße und
Anfangsbedingungen identisch Null wird (zeroing the out-
put, Ausgangsnullung). Die sich unter diesen Bedingungen
einstellende interne Dynamik kann ebenfalls als eine nicht-
lineare Analogie der Nullstellen eines linearen Systems
angesehen werden.

Diese beiden Charakterisierungen der Nulldynamik sind
im linearen Fall äquivalente Beschreibungen für die Null-

stellen der Übertragungsfunktion. Für nichtlineare Systeme
ist diese Äquivalenz im Allgemeinen aber nicht gege-
ben [22]. Nur wenn das nichtlineare System (7) einen
wohldefinierten relativen Grad besitzt, liefern diese Anfor-
derungen die gleiche interne Dynamik [17]. Der von Isidori
in [17] geprägte BegriffZero Dynamics wurde dann von
Schwarz [45] erstmalig in Deutsch alsNulldynamik be-
zeichnet.

Später zeigte sich, dass der Ansatz der Definition der
Nulldynamik über die Ausgangsnullung für die meisten Re-
gelungsaufgaben besser geeignet ist [5]. Allerdings gibt es
auch Anwendungen, wie z. B. die stabile Störgrößenent-
kopplung, für die auch der Ansatz über die Maximierung
der unbeobachtbaren Dynamik durch Zustandsrückführung
von Interesse ist.

Inzwischen hat sich herausgestellt, dass das Konzept
der Nulldynamik von fundamentaler Bedeutung (vgl. Ab-
schnitt 4) für die Analyse und Synthese nichtlinearer Re-
gelkreise ist. Dieser Beitrag wird daher eine Einführung
in dieses von Isidori entwickelte Konzept geben. Bedingt
durch den zur Verfügung stehenden Platz und die Tatsa-
che, dass die Darstellung der Nullstellen bereits bei linearen
Mehrgrößensystemen deutlich komplexer ist als bei Eingrö-
ßensystemen [25; 39; 42; 54], wird sich diese einführende
Darstellung auf lineare und nichtlineare Eingrößensysteme
beschränken.

2 Nullstellen und Nulldynamik
linearer Systeme

Für Eingrößensysteme sind die Pole und Nullstellen eines
linearen Systems anhand der das Ein-/Ausgangsverhalten
beschreibenden Übertragungsfunktion (2) definiert. Diese
komplexe ÜbertragungsfunktionG(s) ist eine gebrochen ra-
tionale Funktion ins. Das ZählerpolynomZ(s) hat den
Grad m, das NennerpolynomN(s) den Gradn, wobei für
technische Systeme immerm ≤ n gilt. Die Wurzeln des
PolynomsN(s) nennt man diePole und die Wurzeln des
Polynoms Z(s) die Nullstellen des linearen Systems (1).
Die Differenz(n −m) der Ordnungen (Grade) von Nenner-
und Zählerpolynom der Übertragungsfunktion wird auch
Differenzengrad genannt.

2.1 Eigenschaften der Nullstellen
linearer Eingrößensysteme

Die Pole und Nullstellen der Übertragungsfunktion charak-
terisieren das Systemverhalten und spielen deshalb sowohl
bei der Analyse von Regelstrecke und geschlossenem Re-
gelkreis als auch beim Reglerentwurf eine große Rolle.
Dabei wird das Eigenverhalten eines linearen Systems (also
der Fall, x0 �= 0 und u(t) = 0) durch die Pole der Über-
tragungsfunktion charakterisiert. Die Eigenbewegung des
Systems setzt sich ause-Funktionen zusammen, in deren
ExponentenePi t die Pole Pi, i = 1, 2, . . ., n vorkommen.
Die Pole vonG(s) bestimmen somit den Charakter dieser
elementaren Zeitvorgänge und damit auch die Eigenbewe-
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gung ya(t) des Ausgangssignals als gewichtete Linearkom-
bination

ya(t) =
n∑

i=1

Rie
Pi t (8)

dieser elementaren Zeitvorgänge.

Das GewichtRi , mit dem ein elementarer, zu einem Pol
Pi gehörender TeilvorgangePi t in ein Ausgangssignal ein-
geht, wird durch die Nullstellen vonG(s) mitbestimmt.
Dies lässt sich einfach anhand der Impulsantwort zeigen.

Beispiel 2.1
Gegeben seien die folgenden Übertragungsfunktionen:

G1(s) = 1

(s +2)(s +3)
, G2(s) = s +1

(s +2)(s +3)
.

G1(s) und G2(s) unterscheiden sich lediglich darin, dass
G2(s) eine zusätzliche Nullstelle beis = −1 hat.

Die zugehörigen Gewichtsfunktionen können jetzt mit Hilfe
der inversen Laplacetransformation berechnet werden:

g1(t) = L−1
{

1

(s +2)(s +3)

}
und

g2(t) = L−1
{

s +1

(s +2)(s +3)

}
.

Hierzu wendet man auf die Übertragungsfunktionen die
Partialbruchzerlegung an

g1(t) = L−1
{

R11

(s +2)
+ R12

(s +3)

}
und

g2(t) = L−1

{
R21

(s +2)
+ R22

(s +3)

}
.

Dabei lassen sich die Koeffizienten bzw. GewichteRi

durch Koeffizientenvergleich oder mit dem Residuensatz
der Funktionentheorie zu

Ri = (s − Pi)
Z(s)

N(s)

∣∣∣∣
s=Pi

für i = 1, 2, . . ., n bestimmen.

Für die beiden Übertragungsfunktionen ergeben sich die
Gewichte zu

R11 = (s +2) · 1

(s +2)(s +3)

∣∣∣∣
s=−2

= 1

R12 = (s +3) · 1

(s +2)(s +3)

∣∣∣∣
s=−3

= −1

und

R21 = (s +2) · s +1

(s +2)(s +3)

∣∣∣∣
s=−2

= −1

R22 = (s +3) · s +1

(s +2)(s +3)

∣∣∣∣
s=−3

= 2 .

Die Nullstelle hat also einen erheblichen Einfluss auf die
Gewichtung der einzelnen Teilvorgänge und man erhält für
die beiden Gewichtsfunktionen folgende Lösung:

g1(t) = e−2t − e−3t und g2(t) = −e−2t +2e−3t . �

2.1.1 Nullstellen und die Blockierung
der Signalübertragung

Eine weitere charakteristische Eigenschaft der Nullstellen
eines linearen Systems ist, dass eine Nullstelle beis = Ni

die Übertragung eines Signals mit der komplexen Frequenz
Ni , d. h. Eingangssignale vom Typu(t) = eNi t , durch das
System blockiert. Für eine solche Erregung erhält man die
zugehörige Systemantwort aus der Beziehung

Y(s) = G(s)U(s)

mit U(s) = 1
s−Ni

. Der Linearfaktor(s − Ni) kommt in der
AusgangsgrößeY(s) allerdings nicht vor, da er im Produkt
G(s)U(s) gekürzt werden kann. Die SystemantwortY(s) ist
damit zwarnicht identisch Null, aber die Partialbruchzerle-
gung enthält kein Element mit dem Nenner(s − Ni). Damit
ist im Ausgangssignal auch kein TeilvorgangeNi t enthal-
ten, d. h. Eingangssignale vom Typu(t) = eNi t werden nicht
übertragen.

Es ist sogar eine vollständige Blockierung der Übertragung
von Signalen möglich, wenn man bestimmte von Null ver-
schiedene Anfangsbedingungen zulässt. Hierzu betrachten
wir das folgende Beispiel:

Beispiel 2.2
Gegeben sei die Übertragungsfunktion

G(s) = s +1

s(s +2)

beziehungsweise die entsprechende Zustandsdarstellung in
Regelungsnormalform (6)

ẋ =
[
0 1
0 −2

]
x(t)+

[
0
1

]
u(t)

y(t) = [
1 1

]
x(t) .

Die Übertragungsfunktion hat zwei Pole beis = P1 = 0 und
s = P2 = −2 und eine Nullstelle beis = N1 = −1.

Bild 1: Eingangssignal u(t ) = e−t.
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Wird dieses System mit der Nullstellenfrequenz

u(t) = e−t

angeregt (Bild 1),

so hat die Systemantworty(t) für x(0) = 0 den in Bild 2
gezeigten Verlauf.

Wählt man allerdings die speziellen Anfangsbedingungen

x(0) = [1 −1]T ,

so ergibt sich ein verschwindendes Ausgangssignaly(t) =
0, für t ≥ 0.

Das Anregungssignal wird durch die Nullstelle herausgefil-
tert. Durch die speziellen Anfangsbedingungen heben sich
die dynamischen Bewegungen im Innern des Systems auf,
so dass am Ausgang keine Bewegung zu erkennen ist
(Bild 3). �

Bild 2: Ausgangssignal für u(t ) = e−t und x(0) = 0.

Bild 3: Verlauf der Zustandsgrößen für u(t ) = e−t und x(0) = [1 -1]T.

2.1.2 Nullstellen und Beobachtbarkeit

Eine weitere charakteristische Eigenschaft der Nullstellen
der Übertragungsfunktion ist deren Invarianz gegenüber
statischen Rückführungen [25]. Die Lage der Pole der
Übertragungsfunktion (2) bzw. die Lage der Eigenwerte
der zugehörigen Minimalrealisierung (6) können sowohl
durch Ausgangs- als auch Zustandsrückführungen verändert
werden. Führt man den Zustandsvektor der Minimalreali-
sierung (6) mit

u(t) = 1

cT An−m−1b
[−cT An−mx(t)+v(t)] (9)

auf den Eingang zurück (Bild 4),

so hat die SystemmatrixA+bkT des geschlossenen Sys-
tems mit

kT = 1

cT An−m−1b
cT An−m (10)

einen (n −m)-fachen Pol beiλ = 0 [47]. Die verbleiben-
denm Eigenwerte des geschlossenen Systems kommen auf
die Nullstellen der Übertragungsfunktion des offenen Sys-
tems zu liegen. Bildet man die Übertragungsfunktion des
geschlossenen Systems, so kürzen sich diese Eigenwerte
(Pole) mit den Nullstellen und sind somit nicht mehr beo-
bachtbar. Die Dynamik des rückgekoppelten Systems setzt
sich also aus zwei Teilen zusammen: Einem vollständig
steuer- und beobachtbaren Teilsystem mit der Übertra-
gungsfunktion

G(s) = Y(s)

V(s)
= 1

sn−m
(11)

und einemnicht beobachtbaren Anteil der Dimensionm.

Das rückgeführte System ist damitäquivalent zu dem in
Bild 5 dargestellten System, das neben dem nicht beo-
bachtbaren Anteil aus einer Kette von(n −m) Integratoren
besteht, die den neuen Eingangv(t) mit dem Ausgangy(t)
verbinden.

Die Dynamik des nicht beobachtbaren Systemteils des ge-
schlossenen Regelkreises, die man auchinnere bzw. interne
Dynamik nennt, wird durch die Lage der Nullstellen der
Übertragungsfunktion des offenen Systems bestimmt. Lie-
gen beispielsweise Nullstellen der Regelstrecke in der rech-
ten s-Halbebene, ist die Strecke also nicht minimalphasig,

Bild 4: Blockschaltbild eines linearen Systems mit der Zustandsrück-
führung (9).
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Bild 5: Verhalten des geschlossenen Systems für die Zustandsrückfüh-
rung (9).

so führt eine Anwendung der Rückführung (9) zur Instabi-
lität des geschlossenen Systems.

Die Nullstellen der Übertragungsfunktion des offenen Sys-
tems beschreiben also die interne Dynamik des Systems,
die durch eine entsprechende Zustandsrückführung nicht
beobachtbar gemacht werden kann.

2.2 Definitionen der Nulldynamik

Mit Hilfe der zuvor beschriebenen Eigenschaften der Null-
stellen linearer Systeme lassen sich jetzt Definitionen für
die Nulldynamik eines dynamischen Systems angeben.

2.2.1 Nulldynamik und Ausgangsnullung

Die folgende Definition der Nulldynamik von Isidori [17]
ist durch die Eigenschaft der Signalblockierung der Null-
stellen linearer Systeme motiviert:

Definition 2.1 Nulldynamik
Die Nulldynamik beschreibt die interne Dynamik eines
Systems für den Fall, dass die Ausgangsgrößey(t) für
bestimmte Eingangssignaleu(t) und Anfangsbedingungen
x(0) für alle Zeitent ≥ t0 identisch Null ist. �

Zur Berechnung der Nulldynamik muss also eine Anfangs-
bedingung und ein Eingangssignal in der Form gefunden
werden, dass

y(t) = ẏ(t) = ÿ(t) = . . . = 0 (12)

erfüllt ist.

Für die Bestimmung des ausgangsnullenden Eingangssig-
nals werden die Ableitungen der Ausgangsgröße unter-
sucht. Die erste Ableitung der Ausgangsgrößey(t) des
Zustandsmodells (1) ergibt sich zu

d

dt
y(t) = ẏ(t) = cT ẋ(t) = cT Ax(t)+ cT bu(t) . (13)

Anhand der Regelungsnormalform (6) kann man leicht er-
kennen, dass

cT b = 0 (14)

ist und man für

ẏ(t) = cT Ax(t) (15)

erhält.

Die zweite Zeitableitung ergibt sich dann zu

ÿ(t) = cT Aẋ(t) = cT A2x(t)+ cT Abu(t) . (16)

Für m < n −1 verschwindet wieder der zweite Term in (16)

cT Ab = 0 (17)

und man hat

ÿ(t) = cT A2x(t) . (18)

Das Eingangssignalu(t) kann erst dann in der Ablei-
tung des Ausgangssignalsy(t) auftauchen, wenn der Term
cT Aib von Null verschieden ist. Man kann mit Hilfe der
Regelungsnormalform (6) leicht zeigen, dass folgende Zu-
sammenhänge gelten:

cT Aib = 0 für i = 0, 1, . . ., n −m −2 (19)

und

cT Aib �= 0 für i ≥ n −m −1 . (20)

Zusammenfassend ergibt sich damit für die Ableitungen
des Ausgangssignals:

y(i)(t) = cT Aix(t) für i = 1, . . ., n −m −1 (21)

y(n−m)(t) = cT An−mx(t) + cT An−m−1bu(t) . (22)

Mit Hilfe der Beziehung (22) und der Forderungy(n−m)(t)
= 0 erhält man das gesuchte ausgangsnullende Eingangs-
signal als eine Zustandsrückführung der Form

u(t) = − cT An−m

cT An−m−1b
x(t) . (23)

Wie bereits in Abschnitt 2.1.2 erläutert, erzeugt die Zu-
standsrückführung (23) ein Teilsystem der Dimensionm,
das unbeobachtbar ist und dessen Dynamik durch die Lage
der Nullstellen der zugehörigen Übertragungsfunktion cha-
rakterisiert wird. Diese Eigenschaft eröffnet eine weitere,
von der Systembeschreibung unabhängige Möglichkeit der
Definition der Nulldynamik, die für lineare Systeme äqui-
valent zur Definition 2.1 [5] ist:

Definition 2.2 [45; 46]
Der durch Zustandsrückführung eines Systems (zusätzlich)
unbeobachtbar zu machende Systemteil heißt dieNulldyna-
mik eines Systems. �

2.2.2 Nulldynamik und die Byrnes–Isidori-Normalform

Die Wirkung der Zustandsrückführung (23) lässt sich be-
sonders anschaulich an einer von Byrnes und Isidori einge-
führten Normalform [4; 5], der sogenanntenByrnes–Isidori-
Normalform, erläutern.

Die Zeilenvektoren

cT Ai , i = 1, . . ., n −m −1 (24)
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F. Svaricek: Nulldynamik linearer und nichtlinearer Systeme . . . at 7/2006

in der Gleichung (22) sind linear unabhängig [18, S. 140]
und können somit für eine Koordinatentransformation ver-
wendet werden. Die erstenn −m neuen Zustandsgrößen
ergeben sich damit zu

z1(t) = cT x(t) = y(t)

z2(t) = cT Ax(t) = ẏ(t)

...

zn−m(t) = cT An−m−1x(t) = y(n−m−1)




. (25)

Unter der Voraussetzung, dass die zugehörige Transformati-
onsmatrix regulär ist, hat man bei der Wahl der verbleiben-
denm Zustandsgrößen eine gewisse Freiheit. Als einfachste
Wahl bietet sich

zn−m+1(t) = x1(t)

zn−m+2(t) = x2(t)

...

zn(t) = xm(t)




(26)

an. Die zugehörigen × n TransformationsmatrixT der
Transformationz(t) = Tx(t) hat dabei folgendes Aussehen:

T =




cT

cT A
...

cT An−m−1

1 0
. . .

. . .

1 0




. (27)

︸ ︷︷ ︸
m

︸ ︷︷ ︸
n−m

}
m

Mit Hilfe der Abkürzungen

ξ(t) =



ξ1(t)
...

ξn−m(t)


 =




z1
...

zn−m


 =




y
...

y(n−m−1)


 (28)

und

η(t) =



η1(t)
...

ηm(t)


 =




zn−m+1(t)
...

zn(t)


 =




x1(t)
...

xm(t)


 (29)

kann das transformierte Zustandsraummodell in derByrnes-
Isidori-Normalform angegeben werden:

ż1(t) = z2(t)

ż2(t) = z3(t)

...

żn−m−1 = zn−m

żn−m(t) = rT ξ(t)+ sT η(t)+ Ku(t)

η̇(t) = pξ1(t)+Nη(t)

y(t)= z1(t)




(30)

mit

[rT sT ] = cT An−mT−1 und

K = cT An−m−1b .

Damit die Bedingungy(t) = 0 für alle Zeiten erfüllt ist,
muss ξ1 = ξ2 = · · · = ξn−m = 0 gelten. Dies kann nur er-
reicht werden, wenn in (30) auch

żn−m(t) = rT ξ(t)+ sT η(t)+ Ku(t) = 0 (31)

wird.

Setzt man in (30) die Zustandsrückführung

u(t) = − 1

K
(rT ξ(t)+ sT η(t)) (32)

und die Anfangswerteξ(0) = 0 ein, so ist die Bedingung
y(t) = 0 für alle Zeiten erfüllt.

Für das Zustandsraummodell (30) erhält man dann die fol-
gende einfache Darstellung:

ż1(t) = z2(t)

ż2(t) = z3(t)

...

żn−m−1 = zn−m

żn−m(t) = 0

η̇(t) = Nη(t)

y(t)= z1(t) .




(33)

Aus dem Aufbau von (33) ist sofort ersichtlich, dass der
Teil η(t) der transformierten Zustandsgröße, dessen Verlauf
für die ausgangsnullenden Bedingungen durch

η̇(t) = Nη(t). (34)

beschrieben wird, nicht beobachtbar ist und das gesamte
System eine Struktur, wie in Bild 5 gezeigt2, hat.

Aufgrund der Wahl der letztenm Komponenten (29) des
neuen Zustandsvektors hat die MatrixN eine ganz einfache
Struktur:

η̇1 = żn−m+1 = ẋ1 = x2 = zn−m+2
...

...
...

...

η̇m−1 = żn−1 = ẋm−1 = xm = zn

η̇m = żn = ẋm = xm+1

(35)

= −β0x1 −β1x2 −· · ·−βm−1xm + z1

= −β0zn−m+1 −β1zn−m+2 −· · ·
−βm−1zn + z1 .

2 Hierzu ist anzumerken, dass die Gleichung (32) in die Gleichung (9)
überführt werden kann, indem man in (32) die transformierten Koordi-
naten durch die Originalkoordinaten ersetzt.
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at 7/2006 ÜBERSICHT

Damit ergibt sich füry(t) = z1(t) = 0 die m ×m Matrix N
zu einer Matrix in Frobenius-Normalform:

N =




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
−β0 −β1 −β2 · · · −βm−1


 . (36)

Vergleicht man das charakteristische Polynom dieser Ma-
trix mit dem Zählerpolynom der Übertragungsfunktion (4),
so erkennt man, dass diese Polynome genau gleich sind.
Die Eigenwerte dieser Matrix sind demnach identisch mit
den Nullstellen der Übertragungsfunktion.

Die interne Dynamik eines linearen Systems in der Normal-
form (30) wird also für die Bedingungy(t) = 0 vollstän-
dig durch die homogene Zustandsdifferentialgleichung (34)
beschrieben. Das bedeutet, dieses Differentialgleichungs-
system beschreibt dieNulldynamik eines linearen Systems
vollständig. Damit erhält man eine weitere alternative De-
finition der Nulldynamik, die an die Definition von [36,
S. 285] angelehnt ist und in dieser Form nur für die hier
zunächst betrachteten linearen Eingrößensysteme gilt:

Definition 2.3
Für ein lineares System in der Normalform (30) ist die
Nulldynamik durch die Differentialgleichung

η̇(t) = Nη(t) (37)

gegeben. �

Man spricht jetzt von einer stabilen Nulldynamik, wenn
alle Eigenwerte vonN in der linken s-Halbebene liegen.
Eine instabile Nulldynamik mit mindestens einem Eigen-
wert von N in der rechtens-Halbebene ist im linearen
Fall ein System mit Allpassanteil also ein Nichtphasenmi-
nimumsystem [44].

Beispiel 2.3
Betrachtet wird wieder die bereits in Beispiel 2.2 unter-
suchte Übertragungsfunktion

G(s) = s +1

s(s +2)

mit der zugehörigen Zustandsdarstellung in Regelungsnor-
malform (6)

ẋ =
[
0 1
0 −2

]
x(t)+

[
0
1

]
u(t)

y(t) = [
1 1

]
x(t) .

Die Übertragungsfunktion hatn = 2 Pole beis = 0 unds =
−2 und eine Nullstelle(m = 1) bei s = −1 und gesucht ist
die Nulldynamik des Systems.

Aus der Bedingung

y(t) = x1(t)+ x2(t) = 0

ergeben sich sofort die folgenden Anforderungen an die
Anfangsbedingungen:

x10 = −x20 ,

die mit den im Beispiel 2.2 gefundenen Bedingungen über-
einstimmen.

Zunächst soll die Nulldynamik mit Hilfe der Byrnes–
Isidori-Normalform berechnet werden. Hierzu wird die
Transformationsmatrix (27) fürn −m −1= 0 gebildet:

T =
[

cT

1 0

]
=

[
1 1
1 0

]
.

Für die transformierten Zustandsgrößen erhält man (vgl.
Gl. (25) und (26)):

z1(t) = y(t) = x1(t)+ x2(t)

z2(t) = ẏ(t) = x1(t)

und mit den Abkürzungen (28) und (29)

ξ1(t) = z1(t) = x1(t)+ x2(t)

η1(t) = z2(t) = x1(t) .

Damit kann die Byrnes–Isidori-Normalform (30) sofort an-
gegeben werden:

ż1(t) = żn−m(t) = ẋ1(t)+ ẋ2(t) = −x2(t)+u(t)

= −ξ1(t)+η1(t)+u(t)

η̇1(t) = ż2(t) = ẋ1(t) = x2(t)

= ξ1(t)−η1(t)

y(t) = z1(t) .

Für ξ1(t) = 0 ergibt sich die Differentialgleichung der Null-
dynamik zu

η̇1(t) = −η1(t)

mit einem stabilen Eigenwert beiλ = −1, dessen Lage mit
der Lage der Nullstelle der Übertragungsfunktion überein-
stimmt.

Eine Bestimmung der Nulldynamik ist bei diesem Bei-
spiel auch ohne Transformation auf die Byrnes–Isidori-
Normalform möglich. Hierzu wird die Zustandsrückfüh-
rung (23)

u(t) = −cT An−mx(t)

cT An−m−1b

= x2(t)

direkt in die Zustandsdifferentialgleichung

ẋ1(t) = x2(t) (38)

ẋ2(t) = −2x2(t)+u(t) = −x2(t) (39)

eingesetzt, und man erkennt, dass die zweite Differenti-
algleichung jetzt die Nulldynamik beschreibt. Dass dieses
Teilsystem für die gegebene Ausgangsgröße

y(t) = x1(t)+ x2(t)

nicht beobachtbar ist, kann man an den Gleichungen
(38, 39) nicht unmittelbar erkennen. Eine Überprüfung der
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F. Svaricek: Nulldynamik linearer und nichtlinearer Systeme . . . at 7/2006

Beobachtbarkeit des Eigenwertesλ = −1 des rückgeführten
Systems (38, 39) mit Hilfe des Hautus-Kriteriums

Rang
[
λI −AT

g c
]
λ=−1

= Rang

[
λ 0 1

−1 λ+1 1

]
λ=−1

= Rang

[−1 0 1
−1 0 1

]
= 1 < 2

bestätigt aber die Nichtbeobachtbarkeit der internen Dyna-
mik des rückgekoppelten Systems. �

3 Nulldynamik nichtlinearer Systeme

Die Beschreibung des Übertragungsverhaltens eines dyna-
mischen Systems mit Hilfe der Übertragungsfunktion ist
nur für lineare Systeme möglich. Somit kann das Kon-
zept der Pole und Nullstellen auf nichtlineare Systeme
nicht übertragen werden. Im Gegensatz dazu können die im
Abschnitt zuvor eingeführten Definitionen 2.1 und 2.2 der
Nulldynamik auch auf nichtlineare Systeme der Form (7)
angewendet werden.

3.1 Nulldynamik und Ausgangsnullung

Die Definition 2.1 ist an keine Systembeschreibung ge-
bunden und daher auch auf nichtlineare ALS-Systeme (7)
anwendbar. Zur Berechnung der Nulldynamik müssen wie-
derum Anfangsbedingungen und ein Eingangssignal in der
Form gefunden werden, dass

y(t) = ẏ(t) = ÿ(t) = . . . = 0 (40)

für alle Zeiten erfüllt ist.

Zur Bestimmung des speziellen Eingangssignals werden
wieder die Ableitungen der Ausgangsgröße gebildet. Die
erste Ableitung der Ausgangsgrößey(t) des nichtlinearen
Zustandsmodells (7) ergibt sich zu

ẏ(t) =
[
∂c(x(t))

∂x(t)

]T

ẋ(t) (41)

=
[
∂c(x(t))

∂x(t)

]T

[a(x(t))+b(x(t))u(t)] (42)

= Lac(x(t))+ Lbc(x(t))u(t) (43)

wobei

Lac(x(t)) =
[
∂c(x(t))

∂x(t)

]T

a(x(t)) (44)

die Lie-Ableitung vonc(x) entlanga(x) und

Lbc(x(t)) =
[
∂c(x(t))

∂x(t)

]T

b(x(t)) (45)

die Lie-Ableitung vonc(x) entlangb(x) ist.

Ist in der Gl. (43)

Lbc(x(t)) = 0 , (46)

so ist die erste Ableitung unabhängig von der Eingangs-
größe u(t) und die Bildung der zweiten Ableitung der
Ausgangsgröße ist erforderlich:

ÿ(t) = ∂

∂x(t)
Lac(x(t)) · ẋ(t) (47)

= ∂

∂x(t)
Lac(x(t)) · [a(x(t))+b(x(t))u(t)] (48)

= L2
ac(x(t))+ LbLac(x(t))u(t) . (49)

Wenn

Lb Lac(x(t)) = 0 (50)

gilt, ist u(t) auch in der zweiten Ableitung der Ausgangs-
größe nicht enthalten und die nächste Ableitung ist dann

y(3)(t) = ∂

∂x(t)
L2

ac(x(t)) · ẋ(t) (51)

= L3
ac(x(t))+ LbL2

ac(x(t))u(t) . (52)

Das Ableiten der Ausgangsgröße wird so lange fortgesetzt,
bis in der d-ten Zeitableitungy(d)(t) der Ausgangsgröße
die Eingangsgrößeu(t) auf der rechten Seite der Gleichung
explizit auftaucht, d. h. es muss erstmalig

Lb Ld−1
a c(x(t)) �= 0 (53)

für alle x(t) in einer Umbebung vonx0 gelten. Das bedeu-
tet, dass died-te Zeitableitung der Ausgangsgröße

y(d)(t) = Ld
ac(x(t))+ LbLd−1

a c(x(t)) ·u(t) (54)

die niedrigste Ableitung yony(t) ist, die unmittelbar durch
die Eingangsgrößeu(t) beeinflusst werden kann. Alle Ab-
leitungen der Ausgangsgrößey(i)(t) mit i < d sind somit
nicht vonu(t) abhängig.

Die Zahl d wird relativer Grad [17] oder auchDiffe-
renzengrad3 [45] genannt, da diese Größe bei linearen
Eingrößensystemen dem Differenzengrad der zugehörigen
Übertragungsfunktion (Differenz zwischen dem Grad des
Nenner- und des Zählerpolynoms) entspricht.

Aus der Bedingung (40) der Ausgangsnullung folgt, dass
die Anfangsbedingungenx0 so zu wählen sind, dass

c(x) = Lac(x) = L2
ac(x) = · · · = Ld−1

a c(x) = 0 (55)

wird.

Hiermit ist

y(t) = ẏ(t) = · · · = y(d−1)(t) = 0 (56)

sichergestellt und aus

y(d) = Ld
ac(x(t))+ LbLd−1

a c(x(t)) ·u(t) = 0 (57)

3 Die Begriffe relativer Grad und Differenzengrad dürfen nur bei Eingrö-
ßensystemen synonym verwandt werden, da der (wohldefinierte) relative
Grad von Isidori bei Mehrgrößensystemen die Regularität einer Matrix
in einer Umgebung vonx0 beinhaltet [18, S. 220].
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at 7/2006 ÜBERSICHT

erhält man die gesuchte Eingangsgröße, die auch die Ablei-
tung y(d)(t) zu Null macht:

u(t) = − Ld
ac(x(t))

Lb Ld−1
a c(x(t))

. (58)

Die Anwendung dieser nichtlinearen Zustandsrückführung
ist in Bild 6 verdeutlicht.

Die Gleichung (58) beschreibt für ein lineares Eingrö-
ßensystem gerade die Zustandsrückführung (9), wenn man
v(t) = 0 setzt, deren Anwendung bei einem linearen Sys-
tem einen nicht beobachtbaren Systemteil der Dimensionm
(vgl. Bild 5) erzeugt. Die Dynamik des verbleibenden Teils
der Dimensionn −m lässt sich dann durch eine Kette von
d = n −m Integratoren beschreiben.

Bemerkenswert ist jetzt, dass eine Anwendung der Zu-
standsrückführung (58) auf ein nichtlineares ALS-System
der Form (7) ein geschlossenes System mit dem gleichen
Verhalten erzeugt. Das bedeutet, diese Zustandsrückführung
macht nicht nurm Eigenbewegungen am Systemausgang
unbeobachtbar, sondern erzeugt auch einlineares Teilsys-
tem der Dimensiond, das durch eine Kette vond Integra-
toren charakterisiert werden kann. Als einziger Unterschied
gegenüber der Anwendung dieser Zustandsrückführung bei
linearen Systemen wird die Nulldynamik und somit die
Dynamik des nicht beobachtbaren Teils im Allgemeinen
nichtlinear sein (vgl. Bild 7).

Für den Falld = n hat das betrachtete System also keine
Nulldynamik und durch die Rückführung (58) entsteht

Bild 6: Blockschaltbild eines ALS-Systems mit Zustandsrückführung
(58) zur Ausgangsnullung.

Bild 7: Verhalten eines ALS-Systems bei Anwendung der Zustands-
rückführung (58).

ein vollständig linearisiertes System, dessen Verhalten sich
dann durch eine Kette vonn Integratoren beschreiben lässt.
Man spricht dann von einer exakten Zustandslinearisierung.

3.2 Nulldynamik und die
Byrnes–Isidori-Normalform

Besonders anschaulich lassen sich diese Zusammenhänge
wieder an der Byrnes–Isidori-Normalform eines ALS-
Systems erläutern. Für ein ALS-System mit einem Dif-
ferenzengradd im Punkt x0 ergeben sich die erstend
Elemente der Transformation [17] zu

t1(x) = z1(t) = c(x) = y(t)

t2(x) = z2(t) = Lac(x) = ẏ(t)

...

td(x) = zd(t) = Ld−1
a c(x) = y(d−1)(t)




. (59)

Ist der Differenzengrad kleiner alsn, so können immer
n −d Funktionentd+1(x), . . ., tn(x) in der Form gefunden
werden, dass die Jacobimatrix∂t(x)/∂x der Transformation

t(x) =




t1(x)

t2(x)
...

tn(x)


 (60)

an der Stellex = x0 nicht singulär ist. Dann ist die
Koordinatentransformation eindeutig und die Umkehrtrans-
formation x(t) = t−1(z(t)) existiert für x = x0. Solange
diese Bedingung erfüllt ist, können die Funktionen
td+1(x), . . ., tn(x) beliebig gewählt werden. Darüber hinaus
können die letztenn −d Funktionen auch immer so ge-
wählt werden, dass deren Zeitableitungen nicht von der
Eingangsgrößeu(t) abhängen, d. h. es gilt

Lbti(x) = 0 ∀ d +1 ≤ i ≤ n (61)

für alle x in einer Umgebung vonx0 .

Unter Zuhilfenahme der Abkürzungen (28) und (29) erhält
man dann für die Dynamik des transformierten Systems:

ż1(t) = ξ̇1(t) = z2(t)

ż2(t) = ξ̇2(t) = z3(t)

...

żd−1 = ξ̇d−1(t) = zd

żd(t) = ξ̇d(t) = a(z(t))+b(z(t))u(t)

żd+1 = η̇1(t) = q1(z(t)) = q1(ξ(t), η(t))

...

żn = η̇m(t) = qm(z(t)) = qm(ξ(t), η(t))

y(t)= z1(t)




(62)

Mit Hilfe der Byrnes–Isidori-Normalform kann die Null-
dynamik eines ALS-Systems (7) dann wie folgt definiert
werden [2].
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Definition 3.1
Für ein nichtlineares System (7) werden die letztenm Glei-
chungen des in Normalform (62) transformierten Systems

η̇1(t) = q1(0, η(t))

...

η̇m(t) = qm(0, η(t))


 (63)

als Nulldynamik von System (7) bezeichnet, wenn die ers-
tend Koordinatenzi(t) = ξi(t), i = 1, . . ., d zu Null gesetzt
werden. �

Anhand der Normalform (62) erkennt man sofort, dass die
Nichtlinearitäten im Ein-/Ausgangsverhalten mit Hilfe der
Zustandsrückführung

u(t) = 1

b(z(t))
[−a((z(t))+v(t)] (64)

kompensiert werden können und die Ausgangsgrößey(t)
dann durch eined-fache Integration aus der neuen Ein-
gangsgrößev(t) hervorgeht. Man spricht hier auch von
exakter Ein-/Ausgangslinearisierung.

Die Byrnes–Isidori-Normalform ist für die Analyse und
Synthese nichtlinearer Regelkreise von grundlegender Be-
deutung, da sie den Zustandsvektorx(t) des Orignalsystems
in zwei Vektoren,ξ(t) und η(t), überführt, die folgende
Eigenschaften haben:

• Die Trajektorie des Vektorsξ(t) beschreibt dieexterne
Dynamik des Systems, die mit Hilfe der Rückfüh-
rung (64) linearisiert werden kann und dann nur noch
aus einer Kette vond Integratoren besteht.

• Die Trajektorie des Vektorsη(t) beschreibt dieinterne
Dynamik des Systems, die durch Anwendung der Rück-
führung (64) nicht beobachtbar gemacht werden kann.

Zwischen der internen und der Nulldynamik besteht jetzt
folgender Zusammenhang: Die Nulldynamik ist ein Sonder-
fall der internen Dynamik

η̇(t) = q(ξ, η(t)) (65)

für den Fall, dass die Ausgangsgröße mit Hilfe einer ent-
sprechenden Eingangsgröße im Ursprung (y(t) = ξ1(t) =
ξ2(t) = · · · = ξd(t) = 0) gehalten wird.

Eine exakte Ein-/Ausgangs-Linearisierung ist nur dann
technisch anwendbar, wenn die interne Dynamik (65) sta-
bil oder zumindest beschränkt ist. Auch wenn das E/A-
Verhalten durch die interne Dynamik nicht beeinflusst wird,
ist die Stabilität der nicht beobachtbaren Eigenbewegun-
gen eine unabdingbare Forderung, da bei einem technischen
System eine Instabilität der internen Dynamik zu einem un-
begrenzten Anwachsen der Zustände und damit zu einer
Zerstörung des Systems führen würde. Im günstigsten Fall
wäre noch eine Sättigung der Zustände denkbar, die aber
ebenfalls eine erfolgreiche Lösung der Regelungsaufgabe
verhindern würde.

Für die Überprüfung der Stabilität der internen Dynamik
ist von besonderem Interesse, dass asymptotische Stabilität

der Nulldynamik hinreichend für die Stabilität der internen
Dynamik ist [18, S. 247]. Die Verlagerung des Problems
der Stabilitätsuntersuchung von der internen auf die Null-
dynamik stellt eine erhebliche Erleichterung dar, da die
Nulldynamik nicht mehr vom externen Teilξ(t) abhängig
ist.

Beispiel 3.1
Gegeben sei das folgende Zustandsmodell eines nichtlinea-
ren ALS-Systems 3. Ordnung:

ẋ1(t) = x2(t)+ x2
1(t)

ẋ2(t) = x3
2(t)+u(t)

ẋ3(t) = x1(t)+ x3
2(t)− x3(t)

y(t) = x1(t)

Für die zeitliche Ableitung der Ausgangsgröße erhält man

ẏ(t) = ẋ1(t)

= x2(t)+ x2
1(t) .

Da ẏ(t) unabhängig vonu(t) ist, muss auch die zweite
zeitliche Ableitung gebildet werden:

ÿ(t) = ẋ2(t)+2x1(t)ẋ1(t)

= x3
2(t)+u(t)+2x1(t)

[
x2(t)+ x2

1(t)
]
.

In der zweiten Ableitung taucht die Eingangsgrößeu(t)
erstmalig auf, so dass sich der Differenzengrad zu

d = 2

ergibt, der global gültig ist.

Zur Bestimmung der Nulldynamik werden zunächst die Be-
dingungen (55) ausgewertet. Die Bedingung

y(t) = x1(t) = 0

liefert, dassx1(t) = 0 sein muss. Setzt man diese Bedin-
gung in

ẏ(t) = x2(t)+ x2
1(t) = 0

ein, so folgt, dass diese Gleichung nur fürx2(t) = 0 er-
füllt wird. Die ausgangsnullende Zustandsrückführung (58)
erhält man aus der zweiten Ableitung der Ausgangsgröße
durch Einsetzen der Bedingungenx1(t) = x2(t) = 0 und
Auflösen nachu(t):

ÿ(t) = x3
2(t)+u(t)+2x1(t)

[
x2(t)+ x2

1(t)
] = 0

ÿ(t) = u(t) = 0

→
u(t) = 0 .

Zur Bestimmung der Nulldynamik werden nun die gefun-
denen Bedingungenx1(t) = x2(t) = 0 und diese Eingangs-
größe in die Zustandsgleichungen eingesetzt, so dass man
folgende Gleichungen erhält:

ẋ1(t) = 0

ẋ2(t) = 0

ẋ3(t) = −x3(t) .
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Somit wird die Nulldynamik durch

ẋ3(t) = −x3(t)

beschrieben, d. h. sie ist für dieses nichtlineare System li-
near und stabil. �

4 Eigenschaften und Bedeutung der
Nulldynamik nichtlinearer Systeme

Es ist bekannt, dass die Lage der Nullstellen der Übertra-
gungsfunktion bei linearen Systemen einen entscheidenen
Einfluss auf die erreichbare Regelgüte eines Regelkrei-
ses hat [11; 54]. Insbesondere Nullstellen in der rech-
ten s-Halbebene,Nichtphasenminimumsysteme, beschrän-
ken die Möglichkeiten der Beeinflussung der Dynamik
des rückgekoppelten Systems. Da Nullstellen in der rech-
ten s-Halbebene nicht kompensiert werden können, wird
das geschlossene System beim Einsatz einer Ausgangs-
rückführung ab einer gewissen Kreisverstärkung immer
instabil [44].

Mit Hilfe des von Isidori eingeführten Konzeptes derNull-
dynamik ist es nun möglich, den Begriff des Phasenmini-
mum- bzw. Nichtphasenminimumsystems auch auf nichtli-
neare Systeme der Form (7) zu erweitern [4; 5; 41]. Sastry
und Isidori nennen ein analytisches nichtlineares System
mit linearer Steuerung minimalphasig, wenn die Nulldy-
namik asymptotisch stabil ist. Exakter ist die folgende
Definition von Byrnes und Isidori [5]:

Definition 4.1 Nichtlineares Phasenminimumsystem
Ein nichtlineares System (7) wirdminimalphasig genannt,
wennη(t) = 0 eine asymptotisch stabile Ruhelage der Null-
dynamik (63) ist. �

Ist ein System nicht minimalphasig, d. h. ist die Nulldy-
namik (63) nicht asymptotisch stabil, so nennt man es
nichtminimalphasig.

Da die Nulldynamik nichtlinearer ALS-Systeme genauso
wie die Nullstellen linearer Systeme [23; 54] gegenüber
Rückführungen, Transformationen des Zustandsvektors und
dynamischen Erweiterungen invariant ist [5; 18], kön-
nen die Stabilitätseigenschaften der Nulldynamik durch
Rückführungen nicht verändert werden. Daher ist die Mi-
nimalphasigkeit eines ALS-Systems eine Voraussetzung
für viele nichtlineare Regelungskonzepte, wie z. B. der
exakten Ein-/Ausgangslinearisierung [2; 17], der nicht-
linearen adaptiven Regelung [24; 41], der nichtlinearen
Störgrößenentkopplung [20], der nichtlinearen Modell-
folgeregelung [17], der passivitätsbasierten Regelung [6;
27; 28; 49], der Sliding-Mode-Regelung [51–53;55], dem
Backstepping-Verfahren [26; 33], der flachheitsbasierten
Steuerung und Regelung nichtlinearer Systeme [13; 14; 40]
und der Flugregelung [1; 15; 30; 34].

Eine weitere charakteristische Eigenschaft linearer Systeme
ist, dass die Dynamik eines mit einer Ausgangsrückfüh-
rung geschlossenen Regelkreises für hohe Kreisverstärkun-
gen durch die Lage der Nullstellen bestimmt wird (Pole

wandern auf den Wurzelortkurven zu den Nullstellen).
Ein vergleichbares Verhalten zeigen auch die nichtlinearen
ALS-Systeme. Bei Vergrößern eines Verstärkungsfaktors
nähern sich Zustandstrajektorien des geschlossenen Re-
gelkreises den Trajektorien der Nulldynamik an [5; 18].
Eine Konsequenz daraus ist, dass minimalphasige ALS-
Eingrößensysteme mit einem Differenzengrad von 1, ge-
nauso wie lineare Systeme, durch eine konstante Ausgangs-
rückführung

u(t) = −Ky(t) (66)

mit einem hinreichend großenK immer stabilisiert werden
können.

Ein stabiles lineares System ist immer minimalphasig,
wenn es keine Nullstellen besitzt, der Differenzengrad der
Übertragungsfunktion also gleichn ist. Diese hinreichende
Bedingung für Minimalphasigkeit gilt jetzt auch für ALS-
Eingrößensysteme.

5 Berechnung der Nulldynamik
nichtlinearer Systeme

Die Berechnung der Nulldynamik nichtlinearer Systeme ist
für Systeme höherer Ordnung auch mit Computer-Algebra-
Systemen wie MAPLE und MATHEMATICA keine ein-
fache Aufgabe [7]. Ein erster differentialgeometrischer
Algorithmus zur Berechnung der Nulldynamik von ALS-
Systemen mit gleicher Anzahl von Ein- und Ausgängen
wurde bereits in [17] angegeben. Eine Realisierung des
Isidori-Algorithmus mit Hilfe von MAPLE ist Bestandteil
des von de Jager und van Essen entwickelten Programmpa-
ketes NONLINCON [8; 56] und das Paket ProPac [29] ent-
hält eine vergleichbare MATHEMATICA-Implementierung.

Inzwischen wurden auch differentialalgebraische Algorith-
men zur Berechnung der Nulldynamik entwickelt [12; 50;
57], die einige Einschränkungen des Verfahrens von Isi-
dori, wie z. B. die gleiche Anzahl von Ein- und Ausgängen
und einen wohldefinierten Grad, nicht mehr aufweisen. Ein
Vergleich der verschiedenen Verfahren zur Berechnung der
Nulldynamik nichtlinearer Systeme kann [38] entnommen
werden.

6 Zusammenfassung und Ausblick

Das von Isidori vor 20 Jahren begründete Konzept der
Nulldynamik, das als eine Verallgemeinerung der Null-
stellen der Übertragungsfunktion eines linearen Systems
angesehen werden kann, hat sich inzwischen als elemen-
tar für die Analyse und den Entwurf nichtlinearer Regel-
kreise herausgestellt. Insbesondere war es möglich, den
Begriff Phasenminimumsystem auch auf nichtlineare Sys-
teme zu übertragen. Viele nichtlineare Entwurfsverfahren
setzen eine Minimalphasigkeit der Regelstrecke voraus.

Dieser Beitrag soll eine erste Einführung in dieses Konzept
geben und beschränkt sich daher auf die Untersuchung von
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Eingrößensystemen. Hierzu wird ausgehend von charakte-
ristischen Eigenschaften der Nullstellen linearer Systeme
die Nulldynamik in Abschnitt 2 zunächst für lineare Sys-
teme eingeführt und erläutert. Zwei der in Abschnitt 2
vorgestellten Definitionen der Nulldynamik sind von einer
Systembeschreibung unabhängig und behalten somit auch
für nichtlineare Systeme ihre Gültigkeit.

Mit den Möglichkeiten zur Erweiterung der Nulldynamik-
definitionen auf analytische Systeme mit linearer Steuerung
befasst sich Abschnitt 3. Die unterschiedlichen Definitions-
ansätze aus Abschnitt 2 führen im linearen Fall alle auf die
gleiche Nulldynamik. Dies ist allerdings bei der betrachte-
ten Klasse der nichtlinearen Systeme nicht sichergestellt, so
dass hier zwischen interner und Nulldynamik unterschieden
werden muss.

Auf einige charakteristische Eigenschaften der Nulldyna-
mik nichtlinearer Systeme wird in Abschnitt 4 eingegangen,
wobei der Begriff des nichtlinearen Phasenminimumsys-
tems und seine Bedeutung für den nichtlinearen Regler-
entwurf im Mittelpunkt steht. Der Beitrag schließt mit
einer kurzen Übersicht in Abschnitt 5 über verfügbare Pro-
grammpakete zur symbolischen Berechnung der Nulldyna-
mik nichtlinearer Systeme.

Die Arbeiten zum Konzept der Nulldynamik und seine An-
wendungen sind keineswegs abgeschlossen. Eine aktuelle
Forschungsrichtung beschäftigt sich mit der Ausdehnung
der Eigenschaft der Minimalphasigkeit auf allgemeinere
Klassen nichtlinearer Systeme [10; 32; 37]. Des Weiteren
beschäftigen sich eine Reihe von aktuellen Veröffentlichun-
gen mit dem Reglerentwurf für nichtlineare Systeme mit
instabiler Nulldynamik [9; 16; 19; 31; 35; 46; 48; 58].
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